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Prólogo 


La teoria de conjuntos se encuentra en los fundamentos de la matemática, que, explicita o impli- 
citamente, en todas sus ramas, utiliza conceptos de la citada teoria, tales como los de función y 
relación. 


Este texto, que no es un tratado riguroso, axiomático, de la teoría de conjuntos, se divide en tres 
partes, de tal manera que, sin perturbar la exposición lógica de los conceptos, resulta tanto más útil 
como texto o como libro de consulta, a distintos niveles. La Parte 1 contiene una introducción a las ope- 
raciones elementales con conjuntos y un estudio detallado de los conceptos de función y de relación. 
La Parte II desarrolla la teoría de los números cardinales y de los ordinales, a la manera clásica de Cantor; 
trata también de los conjuntos parcialmenté ordenados y del axioma de elección y sus equivalentes, 
incluyendo el lema de Zorn. La Parte Ш abarca temas que, por lo común, se presentan asociados a la 
teoría elemental de conjuntos. 


, Naturalmente, la exposición peculiar de ciertos temas acusa la influencia de las preferencias del 
autor; así, por ejemplo, introduce las funciones antes que las relaciones. y no las define al principio 
como conjuntos de pares ordenados. Cada capítulo comienza con enunciados claros de oportunas de- 
finiciones, principios y teoremas, junto con material aclaratorio y descriptivo; a esto sigue una rela- 
ción de problemas de creciente dificultad, unos resueltos y otros solo enunciados. Los primeros ilus- 
tran y amplían la teoría, poniendo de relieve aquellos detalles sin los cuales el estudiante se siente cons- 
tantemente en terreno inseguro y que a la vez dan lugar a la repetición de los principios básicos, tan 
esencial para el aprendizaje eficaz. Numerosas demostraciones de teoremas y de consecuencias de los 
resultados fundamentales quedan incluidas en muchos de los problemas resueltos. Los enunciados 
suponen una revisión completa del material de cada capítulo. 


Se estudian aquí muchos de los aspectos que no pueden abarcarse en el programa de la mayoría 
de los primeros cursos, con el propósito de hacer el libro más variado, para que sea más útil su consulta 
y para estimular un ulterior interés en los temas. 


Damos a continuación la referencia de los textos que sugerimos para consulta. Los de Halmos y 
Kamke se recomiendan especialmente como lectura auxiliar en la Parte II. 


Bourbaki, N., Theorie des Ensembles, Hermann, París, 1958 

Halmos, Р. R., Naive Set Theory, Van Nostrand, 1960 

Hausdorff, F., Set Theory, Chelsea, 1957 

Kamke, E., Theory of Sets, Dover, 1950 

Kuratowski, C., Introduction to Set Theory and Topology, Addison-Wesley, 1962 
Natanson, 1. P., Theory of Functions of'a Real Variable, Caps. 1, 2, 14, Ungar, 1955 


Deseo aprovechar esta oportunidad para agradecer a muchos de mis amigos y colegas sus valiosas 
sugerencias y la revisión-crítica del manuscrito. Hago extensivo mi agradecimiento, de manera particu- 
lar, al personal de la Schaum Publishing Company por su excelente colaboración. 


Seymour Lipschutz 
vuUJa 
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Nota del traductor 


El lenguaje de las matemáticas se internacionaliza cada vez más, haciéndose más preciso, más exacto 
y menos propenso a ambigiledades. El simbolismo perfeccionado y la nomenclatura, aceptados por 
todos, harán realidad muy pronto el que se pueda leer un texto matemático sin apenas conocer la lengua 
de expresión de su autor. 

Por esto, y buscando justamente la precisión, ha parecido aconsejable modificar ligeramente la 
nomenclatura y notación de este libro en su versión española, poniéndolas más acordes con lo que hoy 
es de uso más autorizado y universal. Así, por ejemplo, se introducen las expresiones «inyectiva» y «so- 
breyectiva», para designar las funciones que antes se llamaban «en» y «sobre», en su desafortunada 
traducción del inglés. Las sobredichas expresiones ya se van adoptando universalmente; Van der Waerden 
las emplea en la séptima edición de su Algebra (1966); McLane y Birkhof las introducen en su libro de 
Algebra (1967). 

Para evitar sentidos equívocos de un mismo vocablo, se ha optado, definitivamente, por llamar 
«recíproca» a la función que aún muchos Патап inversa, con manifiesta impropiedad; inverso, se ha 
reservado para el simétrico multiplicativo. Se adoptan asimismo los nombres «mayorante» y «mino- 
гате», para lo que se denominaba antes cota superior o cota inferior, respectivamente. 

En cuanto a los símbolos, solo se ha cambiado la notación de los intervalos abiertos: Ja, b[ y no 
(a, b), que es ambigua —se confundiría con par de elementos (a, b)—; la del conjunto R, de los núme- 
ros reales (no R*, inútilmente recargada). No parece adecuado utilizar igual tipografía para las rela- 
ciones que son conjuntos de pares, y para los conjuntos corrientes; así que se ha preferido la inglesa @ 
y no R, que es lo que obligaba al uso del signo volado para denotar los reales. 

No hay para qué distinguir entre «conjuntos enumerables» (infinitos) y «contables» (finitos), pues 
los finitos son siempre partes de conjuntos enumerables y, por tanto, son enumerables. Hoy se tiende 
aconsiderar «enumerable» como sinónimo de «infinito», con la propiedad de ser enumerable; así, Garsoux, 
Analyse (1968). 
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Parte 1: Teoría elemental 
de conjuntos 


| Capítulo 1 


Conjuntos y subconjuntos 
CONJUNTOS 


El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de la matemática. Intuitivamente, un 
conjunto es una lista, colección o clase de objetos bien definidos, objetos que, como se verá en los ejem- 
plos, pueden ser cualesquiera: números, personas, letras, ríos, etc. Estos objetos se llaman elementos 
o miembros del conjunto. 

Si bien los conjuntos se estudian como entidades abstractas, епитегетоѕ diez ejemplos par- 
ticulares de conjuntos. 


Ejemplo 1-1: Los números 1, 3, 7 y 10. 
Ejemplo 1-2: Las soluciones de la ecuación х? — 3x — 2 = 0. 
Ejemplo 1-3: Las vocales del alfabeto: а, е, і, о, u. 

Ejemplo 1-4: Las personas que habitan la Tierra. 

Ejemplo 1-5: Los estudiantes Tomás, Ricardo y Enrique. 
Ejemplo 1-6: Los estudiantes ausentes de la escuela. 

Ejemplo 1-7: Los paises Inglaterra, Francia y Dinamarca. 
Ejemplo 1-8: Las ciudades capitales de Europa. 

Ejemplo 1-9: Los números 2, 4. 6. 8. ... 

Ejemplo 1-10: Los rios de los Estados Unidos. 


Nótese que los conjuntos de los ejemplos impares vienen definidos, o sea presentados, enumeran- 
do de hecho sus elementos, y que los conjuntos de los ejemplos pares se dehnen enunciando propieda- 
des, o sea reglas, que deciden si un objeto particula. es о no elemento del conjunto. 


NOTACION 
Es usual denotar los conjuntos por letras mayúsculas 
л. в. а ЖА 
Los elementos de los conjuntos se representan por letras minúsculas 


a. box. 


Al definir un conjunto por la efectiva enumeración de sus elementos. por ejemplo, el 4, que consiste 
en los números 1, 3, 7 y 10. se escribe 


A=41.3,7. 10) 


separando los elementos por comas y encerrándolos entre llaves | |. Esta es la llamada forma tabular 
de un conjunto. Pero si se define un conjunto enunciando propiedades que deben tener sus elementos 
como, por ejemplo, el В, conjunto de todos los números pares, entonces se emplea una letra, por lo 
general x, para representar un elemento cualquiera y se escribe 


В = {x | x es par) 
lo que se lec «В es el conjunto de los números x tales que x es par». Se dice que ésta es la forma 
de definición por comprensión o constructiva de un conjunto. Téngase en cuenta que la barra vertical «|» 
se lee «tales que». 
Para aclarar el empleo de la anterior notación, se escriben de nuevo los conjuntos de los Ejemplos 1-1 
al 1-10, designando los conjuntos por 4, Az. .... Ajo. respectivamente: 
1 
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2 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS (САР. 1 


Ejemplo 2-1: (1, 3, 7, 10). 

Ejemplo 2-2: {х|х®—3х-2=0}. __ > 
Ejemplo 2-3; fa, e, i, о, ш. = 
Ejemplo 2-4: {х | x es una persona que habita en la Tierra). 

Ejemplo 2-5; (Tomás, Ricardo Enrique) 

Ejemplo 2-6: {х | x es estudiante y х está ausente de la escuela). 
Ejemplo 2-7; (Inglaterra, Francia, Dinamarca} 

Ejemplo 2-8: {х |x es una ciudad capital y х está en Europa]. 
Ejemplo 2-9: 02, 4, 6, 8, . 


Ejemplo 2-10: 4,o = {х | х es un río y x está en los Estados Unidos}. 


Si un objeto x es elemento de un conjunto A, es decir, si A contiene a x como uno de sus clemen- 


tos, se escribe 
xeA 


que se puede leer también «x pertenece a А» о «x está en А». Si por el contrario, unobjeto x no es ele- 
mento de un conjunto A, es decir, si Æ no contiene a x entre sus elementos, se escribe 

xgA 
Es costumbre en los escritos matemáticos poner una línea vertical «|» u oblicua «/» tachando un simbo- 
lo para indicar lo opuesto o la negación del significado del simbolo. _ 


Ejemplo 3-1: Si A = (a, e, і, o, u}, entonces az A, ВЕ A, ec A fý A. 
Ejemplo 3-2: Si В = {x |x es par), entonces 34 B, бє В, ЕВ, 14e В. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


Los conjuntos pueden ser finitos о infinitos. Intuitivamente, un conjunto es finito si consta de un 
cierto número de elementos distintos, es decir, si al contar los diferentes elementos del conjunto el pro- 
ceso de contar puede acabar. Si no, el conjunto es infinito. Posteriormente se dará una definición preci 
de conjuntos infinito y finito. 


Ejemplo 4-1: Si М es el conjunto de los días de la semana, entonces M ез finito. . 


Ejemplo 4-2: Si N = (2,4, 6, 8, ...), N es infinito. 
Ejemplo 43: Si Р = {х | x es un río de la Tierra). Р es también finito aunque sea dificil contar los ríos del 
mundo. 5 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


El conjunto А es igual al conjunto В si ambos tienen los mismos elementos, es decir, si cada ele 
mento que pertenece a A pertenece también a B y si cada elemento que pertenece a B pertenece tam- 
bién a A. Se denota la igualdad de los conjuntos A y B por 


А= В 


Ejemplo 5-1: Sean А = {1, 2, 3, 4} y В = 13.1, 4, 2}. Entonces А = В, es decir, (1,2, 3.4) = {3, 1. 4. 2}. 
pues cada uno de los elementos 1, 2, 3 у 4 de А pertenece а В y cada uno de los cie- 
mentos 3, 1, 4 y 2 de B pertenece а A. Obsérvese, por tanto, que un conjunto no cambia al 
reordenar sus elementos. 

Ejemplo 5-2: Sean С = (5,6, 5, 7} y D = (7, 5.7, 6). Entonces С = D, es decir, (5, 6. 5, 7} = 17, 5.7.6). 
ya que cada elemento de С pertenece а D y que cada elemento de D pertenece а С. Nótes 
que un conjunto no cambia si se repiten sus elementos. Asi que el conjunto (5. 6, 7} es igual 
а C y al D. 

Ejemplo 5-3: Sean E= {x 


2 3x = —2}, F= {2, I} y G 
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САР. 1] CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 3 


CONJUNTO VACIO 


Conviene introducir el concepto de conjunto vacío, es decir, de un conjunto que carece de elementos. 
Este conjunto se suele llamar conjunto nulo. Aquí diremos de un conjunto semejante que es vacio y se 
le denotará por el símbolo Ø. 


Ejemplo 6-1: Si А es el conjunto de personas vivientes mayores de 200 años, A es vacio según las estadís- 
ticas conocidas. 
Ejemplo 6-2: Sea В = {х | х? = 4, х es impar). В es entonces un conjunto vacío. 


SUBCONJUNTOS 


Si todo elemento de un conjunto А es también elemento de un conjunto В, entonces se dice que 
A es un subconjunto de В. Más claro: A es un subconjunto de В si x e A implica хє В. Se denota esta 
relación escribiendo 


ACB 


que también se puede leer «А está contenido en В». 


Ejemplo 7-1: El conjunto С = (1, 3, 5) es un subconjunto del D= (S, 4, 3, 2, 1), ya que todo número 1, 
3 y 5 de C pertenece también a D. 

Ejemplo 7-2: El conjunto Е = (2, 4, 6) es un subconjunto del F = (6, 2, 4), pues cada número 2, 4 y 6 que 
pertenece а E pertenece también a Р. Obsérvese en particular que Е = Е. De la misma ma- 
nera se puede mostrar que todo conjunto es subconjunto de si mismo. 

Ejemplo 7-3: Sean G = {х |x es par), ез Чесїг, С = (2, 4, 6, 8,...Ј y F = {х | xes potencia entera po- 
sitiva de 2), es decir, F = (2, 4, 8, 1б, :.}. Entonces FC G, о sea que F está conte- 
nido en G. 


Con la anterior definición de subconjunto Se puede dar de otra manera la definición de la igualdad 
de dos conjuntos: 
Definición 1-1: Dos conjuntos A y B son iguales, А = В, si, y solo si, AC B y BC A. 

Si A es un subconjunto de B, se puede escribir también 


BDA 
que se lee «B es un superconjunto de A» o «B contiene a A». Y se 'escribe, además, 
АФВ o BDA 


si A no es subconjunto de B. 
Para concluir, se tiene: 


Observación 1-1: El conjunto vacío (27 se considera subconjunto de todo conjunto. 

Observación 1-2: Si A no es subconjunto de В, es decir, si А Ф B, entonces hay por lo menos un ele- 
mento de А que no es elemento de В. 

SUBCONJUNTO PROPIO 


Puesto que todo conjunto A es un subconjunto de sí mismo, se dirá que B es un subconjunto propio 
de A si, en primer lugar, В es un subconjunto de А y, en segundo lugar, В no es igual a A. Más breve- 
mente, В es un subconjunto propio de А si 


Ч ВСА у ВФА 
En algunos libros «В es un subconjunto de A» se denota рог 
BCA 
y «В ез un subconjunto propio de А» se denota por 
ДЕ ВСА 


Aquií se seguirá la notación ya vista que no distingue entre subconjunto y subconjunto propio. 
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4 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS [CAP. 1 


COMPARABILIDAD 


Dos conjuntos A y В se dicen comparables si 


АСВ о ВСА 


esto ез, si uno de los conjuntos ез subconjunto del otro. En cambio, dos conjuntos A у В se dicen no 
comparables si 
афв y BTA 


Nótese que si А no es comparable con В, entonces hay en А un elemento que no está en В y hay tam- 
bién en B un elemento que no está en A. 


Ejemplo 8-1: Sean А = fa. b) y В = (a. b. с). Entonces A es comparable соп B, pues A es un subcon- 
junto de В. 

Ejemplo 8-2: Si C = la, В y D= |, с, dj. С y D по son comparables, pues ae C y ag D y сер 
yd С. 


TEOREMA Y DEMOSTRACION 


En matemáticas puede demostrarse la verdad de muchas afirmaciones mediante suposiciones y 
definiciones previas. De hecho, la esencia de las matemáticas consiste en teoremas y sus demostracio- 
nes, Demostremos nuestro primer 


Teorema 1-1: 51 А es un subconjunto de В y B es un subconjunto de С, entonces А ез un subconjun- 
to de С, esto es, 


ACB y ВСС implican ACC 


Demostración, (Téngase en cuenta que debemos demostrar que todo elemento de A es también 
un elemento de С.) Sea х un elemento de A, esto es, х Е А. Como А es un subconjunto de В, х perte- 
nece también а В, es decir, х e В. Pero, por hipótesis, В С С; por tanto, todo elemento de В, еп el cual 
está х, es un elemento de С. Hemos demostrado que хє A implica x£ С. En consecuencia, por de- 
finición, А С С. 


CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Ocurre + veces que los elementos de un conjunto son a su vez conjuntos; por ejemplo, el conjunto 
de todos los subconjuntos de A. Para evitar decir «conjuntos de conjuntos», se suele decir «familia de 
conjuntos» o «clase de conjuntos». En tales casos y para evitar confusiones, se emplean letras inglesas 


para designar familias o clases de conjuntos, ya que las mayúsculas denotan sus elementos. 


Ejemplo 9-1: Еп geometria es corriente hablar de «familias de rectas» o «familias de curvas», pues rectas 
y curvas ya son ellas mismas conjuntos de puntos. 


Ejemplo 9-2: El conjunto {12,3}. {2}, 15. 6}; es una familia de conjuntos. Sus clementos son los conjun- 
tos (2,3). 12) y £5, 6) 


En teoría es posible que un conjunto tenga entre sus elementos algunos que sean a su vez conjuntos 
y otros que no lo sean. pero en las aplicaciones de la teoría de conjuntos este caso se presenta rara vez. 


Ejemplo 9-3: Sea A = (2. 11,3). 4, (2, 513. А no es. pues, una familia de conjuntos; algunos elementos 
de А son conjuntos y otros no. 


CONJUNTO UNIVERSAL 


En toda aplicación de la teoría de conjuntos todos los conjuntos que se consideran serán muy pro- 
bablemente subconjuntos de un mismo conjunto dado. Este conjunto se llamará conjunto universal 
o universo del discurso y se denotará por U. 
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Ejemplo 10-1: En geometría plana el conjunto universal es el de todos los puntos del plano. 


Ejemplo 10-2: En los estudios sobre población humana el conjunto universal es el de todas las gentes del 
mundo. 


CONJUNTO POTENCIA 


La familia de todos los subconjuntos de un conjunto $ se llama conjunto potencia de 5. Se le de- 
signa por 
25 
Ejemplo 11-1: Si М = (a, b}, entonces 
2" = (а, b}, (a), {b}, Ø} 
Ejemplo 11-2: Si T = {4; 7, 8}, entonces 
27/= {Т, 14,7), (4:8), (7,8), {4}, (7), {8}, 2) 
Si un conjunto 5 es finito, digamos que 5 tenga л elementos, entonces el conjunto potencia de 5 


tendrá 2" elementos, сото se puede demostrar. Está es una razón para llamar conjunto de potencia 
de 5 la clase de los subconjuntos de 5 y рага denotarla рог 25. 


CONJUNTOS DISJUNTOS 
Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir, 'si ningún elemento de A está en В 
y si ningún elemento de В está en A, se dice que A y B'son disjuntos. 


Ejemplo 12-1: Sean A = (1, 3, 7, 8) y В = (2,4, 7, 9); A y B no son disjuntos entonces, pues 7 está en 
ambos conjuntos, o sea que 7є A y 7 &-B. 


Ejemplo 12-2: Sean А el conjunto йе 105 números positivos y В el de los números negativos. Entonces А 
y B son disjuntos, pues ningún número es positivo y negativo. 
Ejemplo 123: Si Е = {x, y, г} y F = įr, s, 1), E y Е son disjuntos. 


DIAGRAMAS DE VENN-EULER 


Se logra ilustrar de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos mediante los lla- 
mados diagramas de Venn-Euler, o de Venn, simplemente, que representan un conjunto con un área 
plana, por lo general delimitada por un círculo. 


Ejemplo 13-1: Supóngase A C В y A + В. Entonces A y В se describen con uno de los diagramas: 


©) Ө? 


Ejemplo 13-2: Si А y В по son comparables se les puede representar por el diagrama de la derecha si son 
disjuntos o por el de la izquierda si no lo son. 


250 
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Ejemplo 13-3: Sean А = (a,b. с. y B = [c.d. e. f- Se ilustran estos conjuntos con un diagrama de Venn 


de la forma 


DIAGRAMAS LINEALES 
Otra manera útil e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es el empleo de los Ila- 
mados diagramas lineales. Si A С В, se escribe entonces В más arriba que А y se les conecta por un 


segmento 
B 
A 


Si ACBy BCC. se pone 
\ 


»—ke —a 


В = {b} y C= ja, b}. El diagrama lineal de А. В у Ces entonces 


Ejemplo 14-1: Sean A = 


Ejemplo 142: Sean X =,[x) = (x. y w). Aquí el diagrama lineal de X. 
Y. Z y Wes 


Y 
х 
DESARROLLO AXIOMATICO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


En un desarrollo axiomático de una rama de las matemáticas, se comienza por: 
(1) Términos no definidos. 


(2) Relaciones no definidas. 
(3) Axiomas que relacionan los términos no definidos y las relaciones no definidas. 


Entonces se desarrollan teoremas basados en los axiomas y definiciones. 


Ejemplo 15-1: Еп un desarrollo axiomático de la geometria plana euclidiana: 
(1) «puntos» y «rectas» son términos по definidos. 
(2) «punto en una recta» o. lo que es equivalente, «recta que contiene un punto», es una 
relación no definida, 


(3). Dos de los axiomas son: 
Axioma 1: Dos puntas distintos están sobre una y misma recta. 
“Axioma 2: Dos rectas distintas no pueden tener más de un punto común 
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En un desarrollo axiomático de la teoría de conjuntos: 


(1) «Elemento» y «conjunto» son términos no definidos. 
(2) «Pertenencia de un clemento a un conjunto» es la relación no definida. 
(3) Dos de los axiomas son: 


Axioma de extensión: Dos conjuntos А y В son iguales si. y solamente si, todo elemento de А 
pertenece a В y todo elemento de В pertenece a А. 
Axioma de especificación: Sea P(x) una afirmación y sea A un conjunto. Existe entonces un con- 
junto 


В = {а |аєА, Pla) es cierta) 


Aquí, Р(х) es un enunciado en una variable, рага la cual P(a) es verdadero o falso con a А. Por 
ejemplo, Р(х) podría ser el enunciado «х? = 4» o «x es un miembro de las Naciones Unidas» 

Hay otros axiomas que no se enuncian aquí porque los axiomas tocan con conceptos que se estu- 
diarán luego. Y, por otra parte, como aquí se trata la teoría de conjuntos sobre todo intuitivamente, 
en especial en la Parte 1, nos abstendremos de hacer más consideraciones sobre el desarrollo axiomático 
de la teoría de conjuntos. 


Problemas resueltos 


NOTACION 
1. Escribir las afirmaciones siguientes en notación conjuntista: 
(1) х no pertenece а А. (4) F no es subconjunto de G. 
(2) К es superconjunto de 5. (5) Н no incluye a D. 
(3) des elemento de Е. 
Solución: 


xtA DRDS, B) de E. (4) FE G. (5) H D D. 


2. Si A= {x |2x = 6} y b= 3. ¿es b = A? 
Solución: 
A es un conjunto que consta del único elemento 3, es decir, 4 = (3). El número 3 es elemento de A. 
pero no es igual a A. Нау una fundamental diferencia entre un elemento х y el conjunto {х}. 


3. Sea М = fr, s, 1). Es decir, М consta de los elementos r, s y г. Digase cuáles de las afirmaciones 
son correctas o incorrectas. Si álguna es incorrecta, decir por qué. 


(а) ге МУ (Б) АСМ (с) irjeM (4) (CM 


Solución: 

(а) Correcta. 

(b) Incorrecta. El símbolo С debe estar entre dos conjuntos, pues indica que un conjunto es subconjunto del 
otro. Así que г СС М es incorrectá рог ser'r un eleménto de M, no un subconjunto. 

(с) Incorrecta. El símbolo e vincula un Objeto a un conjunto, pues indica que el objeto es elemento del conjun- 
to. Así que {г} £-M es incorrecta, ya que {r} es un subconjunto de M, по un elemento de М. 

(d) Correcta. * = 
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4. Enunciar con palabras y luego escribir en forma tabular: 


{х | x es positivo, x es negativo). 
{х |х es una letra де 1а palabra «correcto»). 


(1) Se lee «A es el conjunto de los x tales que x al cuadrado es igual a cuatro». Los únicos números que eleva- 
dos al cuadrado dan cuatro son 2 y —2; así que А = (2, —2}. 

(2) Se lee «Bes el conjunto de los x tales que х menos 2 es igual а 5». La única solución es 7, de modo que В = {7}. 

(3) Se lee «С es el conjunto de los х tales que х es positivo y х es negativo». No hay ningún número que 
sea positivo y negativo, así que С es vacio, es decir, С = Ø. 

(4) Se lee «Р es el conjunto de los х tales que х es una letra de la palabra correcto». Las letras indicadas son 
с, о, г, е y t; así, pues, D = (c, о, г, e, 1). 


5. Escribir estos conjuntos en una forma constructiva: 
(1) El A que consiste de las letras a, b, c, d y e. 
(2) El B= 
(3) El conjunto C de todos los países de las Naciones Unidas. 
(4) El conjunto D = (3). 
(5) Sea Е los presidentes Truman, Eisenhower y Kennedy. 


Solución: 


Nótese en primer lugar que la descripción de un conjunto, o sea su forma constructiva, no es necesariamen- 
te única. Lo único que se requiere es que toda descripción defina el mismo conjunto. Se dan aqui algunas de las 
muchas respuestas posibles a este problema. 

(1) А = {x | x está antes de f en el alfabeto) 

{х | x es una de las primeras cinco letras del alfabeto). 
(2) В = {х | x es par y positivo). 

(3) С = fx | x es un país, х está en las Naciones Unidas]. 

(4) D~ (x|x-2=1) = (x]2x=6). 

(5) Е = {х | x fue presidente después de Franklin D. Roosevelt]. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


6. ¿Cuáles conjuntos son finitos? 
(1) Los meses del año. (4) {х|х es par). 
(2) (1,2, 3,..., 99, 100). EIL Z R аў 
(3) Las gentes que viven en la tierra. 


Solución: 


Los tres primeros conjuntos son finitos. Aunque pueda ser fisicamente imposible contar el número de per- 
sonas que hay en la Tierra, el conjunto es ciertamente finito. Los dos últimos conjuntos son infinitos. Si se tratara 
de contar los números pares jamás se llegaria al fin. 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 
7. ¿Cuáles de estos conjuntos son iguales: (r, г, s}, {s, £, r, s}, {£ 5, 1, г}, {s, r, s, 1)? 
Solución: 


Son todos iguales entre si. Obsérvese que el orden o la repetición no cambia un conjunto. 
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8. 


¿Cuáles de estos conjuntos son iguales? 

(1) fx] x es una letra en la palabra «tocata»), 
(2) Las letras de la palabra «tacto». 

(3) {x|x es una letra de la palabra «cota»). 
(4) Las letras a, с, о, t. 


Solución: 


Escribiendo los conjuntos en forma tabular es fácil averiguar si son o no iguales. Una vez escritos los cua- 
tro conjuntos en forma tabular se ve que todos son iguales al conjunto (a, с, o, t}. 


CONJUNTO VACIO 


9. 


10. 


¿Cuál de estas palabras es distinta de las otras y por qué?: (1) vacío, (2) cero, (3) nulo. 
Solución: 

La primera y la tercera se refieren al conjunto sin elementos; la palabra cero se refiere а un número par- 
ticular y es, por tanto, la palabra diferente. 


Entre los conjuntos que siguen, ¿cuáles son diferentes?: Ø, {0}, (95). 
Solución: е 
Cada uno es diferente де los otros. El conjunto (0) contiene un elemento, 


no tiene elementos, es el conjunto vacío. El conjunto {@} tiene también un ele: 
es un conjunto de conjuntos. 


el número cero. El conjunto @ 
mento que es el conjunto vacío 


11. ¿Cuáles de estos conjuntos son vacios? 
(1) А = (x|x es una letra anterior да en el alfabeto).; (/ (3) С= {х 
(2) В= {х доу Y l 4) D=f{x|® 
Solución: э 2 
(1) Сото а es la primera letra del alfabeto, el conjunto А carece de elementos; por tanto, А = Ø. 
(2) No hay número que satisfaga a ambas ecuaciones x? = 9 y 2x = 4; así que B es también vacio. 
(3) Se da por sentado que todo objeto es él mismo, de modo que С es vacio. Tanto es азі que algunos libros 
definen de esta manera el conjunto vacío, es decir, 
@={х|х#х} 
(4) El número cero satisface a la ecuación х + 8 = 8, asi que D consta del elemento сего, Por tanto, D no es 
vacío. 
SUBCONJUNTOS 
12. Dado А = (x, y, z}, ¿cuántos subconjuntos hay en A y cuáles son? 
Solución: 
Haciendo la lista de todos los subconjuntos posibles de A resultan ser: (х. yhti 
{>}, {z} y el conjunto vacío Ø. Hay ocho subconjuntos en А. 
13. Definir los siguientes conjuntos de figuras del plano euclidiano: 


Q = {x |x es un cuadrilátero). Н = {x| x es un rombo). 
R = {x |x es un rectángulo). $ = {x |x es un cuadrado}. 


Decir qué conjuntos son subconjuntos propios de los otros. 
Solución: 


Como un cuadrado tiene 4 ángulos rectos, es un rectángulo; y como tiene 4 lados iguales, es un rombo; y 
puesto que tiene 4 lados, es un cuadrilátero. Según eso 5 C 0, S С R, 5 С H, es decir, $ es un subconjunto 
de los otros tres. Y, además, como hay rectángulos, rombos y cuadriláteros que no son cuadrados, resulta ser 
S un subconjunto propio de los otros tres. De manera análoga se ve que R es un subconjunto propio de Q, y 
que Н es un subconjunto propio de 0. No hay otras relaciones entre los conjuntos. 
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16. 


17. 


18. 
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¿Tiene todo conjunto un subconjunto propio? 


Solución: 


El conjunto vacío Ø no tiene subconjunto propio. Cualquier otro conjunto tiene al 2 como subconjunto 
propio. En algunos libros no se llama subconjunto propio al -onjunto vacio; y entonces los conjuntos que tie- 
пеп un solo elemento no tendrían un subconjunto propio. 


Demostrar: Si A es un subconjunto del conjunto vacio (%, entonces А = Ø. 
Solución: 


El conjunto vacío Ø es subconjunto de cualquier conjunto: en particular. Ø С A. Por hipótesis, A С Ø. 
De modo que, por la Definición 1-1, A = Ø.. 


¿Cómo se demuestra que un conjunto Á no es un subconjunto de otro conjunto В? Demos- 
trar que А = (2, 3, 4, 5) no es un subconjunto de В = {х | x es par). 
Solución: 

Нау que demostrar que hay al menos un elemento de A que no está en B. Como 38 4 y 3¢ B, se ve 


que A по es un subconjunto de В, о sea que А С В. Nótese que mo es necesario saber si hay о по otros 
elementos de A que no estén en B. 


Sean V = {d}, W = {c, d}, X = (a,b, c}, Y = (a, b} y Z = fa, b, d}. Establecer la verdad o fal- 
sedad de las siguientes afirmaciones: 


(1) Ycx” (3) W*Z" (5) VEY (Т) VEX” (9) X=W / 
(2) руг (4) Z2V- (6) ZPX - (8) ҮС2/ (10) WEY - 
Solución: 


(1) Como todo elemento de Y es elemento de X, resulta que Y C X es verdadera. 

(2) El único elemento de Y es d, y d también está en W; asi que W es un superconjunto de V y, por tanto, 
WD И es falsa. 

(3) Como ar Z y ag W, W + Z es verdadera. 

(4) Z es un superconjunto de V puesto que el único elemento de И es elemento de Z; por tanto, Z D V es 
verdadera. 

(5) Сото de V y df Y, V Ẹ Y es verdadera. 

(6) Como cs X y с# Z, entonces Z no es un superconjunto de X, es decir, Z Ф X es verdadera. 

(7) V no es un subconjunto de X, ya que de V y 4# X; por tanto, ИС X es falsa. 

(8) Todo elemento de Y lo es de Z; luego-Y Ç Z es falsa. 

(9) Сото ає Xy at W, X = W es falsa. 

(10) Como ce W y c£ Y, W-no es un subconjunto de Y y, por tanto, W D Y es falsa. 


Sean А = (r, з, t; u, v, ш}, В = (u, v, w, х, y, 2), C = fs, u, y, Z}, D = (и, v}, E = (s, u} y 
F = {з}. Séa X un conjunto desconocido. Determinar cuáles de los conjuntos А, В, С, D, E o 
F pueden ser iguales a X si se dan las informaciones siguientes: 


(1) XCA y XCB (8) ХфА у ХфС 
(2) X4B- y ХСС (4) XCB y X4C 
Solución: 
(1) El único conjunto que es subconjunto de A y de В ёз D. С, E y F по son subconjuntos de В porque 
seC, E, F y sé В. 
(2) El conjunto X puede ser igual a C, E o F, pues éstos son subconjuntos de C y, como ya se vio, no son sub- 
conjuntos de B. 
(3) Solo В no es subconjunto de А o de С. D y A son subconjuntos de A; y C, E y F son subconjuntos de С. 
Así que X= В. 
(4) Tanto B como D son subconjuntos de B y no lo son de C. Todos los otros conjuntos dejan de cumplir 
al menos una de las condiciones. Por tanto, Х = Bo X = D. 
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19. Sea А un subconjunto de В y sea Bun subconjunto de C,esdecir, А С Ву В С С. Suponiendo a £ A, 
БЕВ, сє С y, además, d A, ef В, /'# С, ¿cuáles afirmaciones serán ciertas? 


(D)aeC, (2) ЕА, (3) сғА, (4)deB, (Ber A, (6) ҒА 


сей 
(1) Por el Teorema 1-1, А ез un subconjunto de С. Luego a £ A implica a є C, y la afirmación es siempre cierta. 
(0) Como el elemento b є B puede no ser elemento de А, la afirmación es falsa. 

(3) El elemento сє С podría ser un elemento de A; por lo que сё A puede no ser verdad. 

(4) El elemento d, que no está en A, puede no estar en B; así que la afirmación puede no ser cierta. 

(5) Como et By AC В,е# A es siempre verdadera, 

(6) Сото /# Су АС С,/# А es siempre cierta. 


DIAGRAMAS LINEALES 
20. Hacer un diagrama lineal para los conjuntos А = (a, b, с}, В = {a, b} y C = {a, с). 


Solución: 
Como А D В, A D Су B y С no son comparables, se construye азі: 


A 
в e 
* 21. Hacer un diagrama lineal де los conjuntos Х = (a, b, c}, Y = (a, b} y Z = {b}. 


Solución: 
Aqui Z C Y e Y C X. Queda entonces 


уа que el segmento de Z a X es redundante porque Z С Ye ҮС Y ya implican Z С X. 
22. Construir el diagrama de los conjuntos R = {r, s, i}, 5 = {s} y T= {s, t, u}. 


Solución: 
Aquí S С Ry SC T. Y como R y Т no son comparables, se pone 


R, 224 т 
"ы, š 
23. Sean Q, R, H y S los conjuntos del Problema 13. Hacer un diagrama lineal para estos conjuntos. 


Solución: 
Como Q D R y Q D H, se construye primero 


9 
2227 Чн 
Ahora se agrega 5 al diagrama. Puesto que 5 С Ку 5 С Н, se completa el diagrama сото sigue: 
Q кэз. 
e 
R H 
PS g” 
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- 24. Construir un diagrama lineal рага los conjuntos V, W, X, Y y Z del Problema 17. 


Solución: 
Como VC Wy VC Z, se traza 


W, Z 
=- 
Como YC Z, se agrega Y al diagrama: 
W, 2 
v P 
Por último, puesto que Y C X, se completa el diagrama como sigue: 
W, 2 E 
AS А A ys 2 4% 


25. Sea S cualquier conjunto. Сопзігиіг ып diagrama lineal para los conjuntos Ø, $ y el conjunto 
universal U. 


Solución: 
Ya que el conjunto vacío Ø es subconjunto de todo conjunto, o sea @ С S, se traza 

| 

9 


Por otra parte, como el conjunto universal U es un superconjunto de todo conjunto que incluya al 5, se com- 
pleta el diagrama como sigue: 


S—M—«ua 


Д =, 
PROBLEMAS DIVERSOS A >B 


26. Considérense las cinco afirmaciones siguientes: (1) А С B, (2) А DB, (3) A = В, (4) A y B son 
disjuntos, (5) A y B по son comparables. ¿Cuál afirmación describe mejor cada diagrama de Venn? 


O PQ © 


Solución: @ 

(а) El área de В es parte del área de A; luego А D В. 

(b) Hay puntos en А que no están en B, y puntos en В que no están en A; luego A y В no son comparables. 
Los conjuntos no son disjuntos porque tienen puntos que pertenecen а ambos. 

(с) Aquí los conjuntos son disjuntos, pues no hay ningún punto que esté en los dos conjuntos. Los conjuntos 
то son tampoco comparables. 

(d) El área de A es parte del área de В; luego A C B. 


27. Examinar el siguiente diagrama linea] de conjuntos A, B, C y D. 
A 


| 
A ы 
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Escribir una afirmación que relacione cada par de conjuntos del diagrama. Debe haber seis айг- 
maciones. 
Solución: 

En primer lugar se ve que C C В, DC By BC А, pues estos conjuntos están unidos por segmentos. Por 
el Teorema 1-1 se deduce que C C A y D C A: Por último. los conjuntos С y D no son comparables, ya que 
no están unidos por una línea ascendente. 


28. Construir diagramas de Venn de los conjuntos A, B, C y D del diagrama lineal del Pro- 
blema 27. 
Solución: 
Hagamos dos diagramas posibles: 


La principal diferencia entre estos diagramas es que los conjuntos С y D aparecen disjuntos en el segundo dia- 
grama. Pero ambos tienen el mismo diagrama lineal. 


29. ¿Qué significa el símbolo ((2, 3))? 


Solución: 
Se trata de un conjunto que tiene un elemento: el conjunto de los clementos 2 y 3. Obsérvese que (2, 3) per- 
tenece a ((2, 3)) ; no es un subconjunto de {{2, 3)). Así que se puede decir que (12, 3|} es un conjunto de conjuntos 


30. Dado A = (2, (4, 5), 4), ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 
(1) (453CA (2) (4,5) е4 / ((4,5)) CA / 


Solución: 
Los elementos de 4 son 2, 4 y el conjunto {4, 5). Por tanto, (2) es correcta y (1) es incorrecta. (3) es una afir- 
mación correcta porque el conjunto que consta del único elemento (4, 5) es un subconjunto de А. 


31. Dado Е 


(2, (4, 5). 4), ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 


(0 5€E (2) (5rE (3) (5)CE 


Solución: 


Todas son incorrectas. Los elementos de Е son 2, 4 y el conjunto (4, 5}; por tanto, (17 y (2) son incorrec- 
tas. Hay ocho subconjuntos de £ y {5} по está entre ellos, de modo que (3) es incorrecta 


32. Hallar el conjunto potencia 25 del conjunto 5 = (3, (1, 4)). 


Solución: 
Observar primero que S contiene dos elementos, 3 y el conjunto (1, 4). Por tanto, 25 contiene 2? = 4 elemen- 
tos: S mismo, el conjunto vacío, (3) y el conjunto formado por {1. 4) solo. es decir, 111, 4}}. Más breve: 


2 = {6, (3),4(1,4)), 0) 


33. En lo que sigue, ¿qué es lo que no se define en un desarrollo axiomático de la teoría de conjuntos ?: 
(1) conjunto, (2) subconjunto de, (3) disjunto, (4) elemento, (5) es igual a, (6) pertenece a, (7) su- 
perconjunto de. 


Solución 
Los únicos conceptos no definidos en la teoria de conjuntos son: conjunto, clemento y la relación «pertene- 
се a», o sea (1), (4) y (6). 
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34. Demostrar: Sean А y В no vacios, esto es. 4 + Y y В + Ø. 51 A y В son disjuntos, entonces А 
y B no son comparables. 
Solución: 
Como А y В no son vacíos, hay elementos a £ A y Бє В. Por otra parte, como 4 y B son disjuntos, a ¢ В 
УБЕ A. Por tanto, A [ B y B Ẹ A, es decir, A y В no son comparables. 
35. Dados A y B no comparables, ¿se sigue que A y B son disjuntos? 
Solu 
No. Los conjuntos del siguiente diagrama de Venn no son comparables; pero tampoco son disjuntos. 
Problemas propuestos 
NOTACION 
36. Escribir en notación conjuntista: 
(1) А es ип superconjunto de T. (5) z no pertenece a А. 
(2) x es elemento de Y. (6) B está incluido en Е. 
(3) M no es subconjunto de $. (7) El conjunto vacio- 
(4) El conjunto potencia de W. (8) R pertenece a Y. ГА 
37. Епипсіаг verbalmente 
(1) A = {x | x vive en Paris). (3) С = {x | x es mayor de 21 años). 
(2) В = {х |x habla danés) (4) р = {х | x es ciudadano francés), 
38. Escribir сп forma tabular: 
(1) P=(x|x*-x-2=0) 
0) {x | x es-una letra de la palabra «calcular»} 
(3) {х| х\ =9, 3,15). ! 
(4) {x | x es una vocal}. 
(5) {x | x es una cifra del número 2324) 
39. (1, 0), decir entre las afirmaciones siguientes cuáles son correctas o incorrectas. 
(1) {0} € E, (2) Ø £E, (3) {0} СЕ, (4) 02 E, (5) 0C E 
40. Ел una exposición axiomática de la teoría de conjuntos, decir cuáles de estos simbolos representan una relación 


no definida: (1) E, (2) e, (3) D- 
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SUBCONJUNTOS 
41. Si В = (0, 1, 2}, hallar todos los subconjuntos de B. 


42. Si F = (0, (1. 2)). hallar todos los subconjuntos de F. 


43. Sean 
А = (34 С = {х«|хт-6х+8=0} 2 
В = {т | х*=4, х es positivo) D = {х ! xcs par} 


Completar las siguientes afirmaciones insertando С, D o «пс» (no comparables) entre cada par de conjuntos: 


(1) А....В, (2) A-...C, (3) B....C, (4) A....D, (5) B....D, (6) C....D. 


44. Ѕсап И = [1,2,...,8,9}, В = 12, 4, 6, 8}, C = {1, 3, 5, 7, 9}, D = (3,4, 5) y E = (3, 5). ¿Cuáles conjuntos 
pueden ser iguales a Х dadas las condiciones siguientes? 
(1) Ху В son disjuntos (3) XCAy XC. 
y (2) XCDyXEB. (4) ХССуХФА. 


45. Decir si son correctas o incorrectas las siguientes afirmaciones: 
(1) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. 
(2) Todo subconjunto de un conjunto infinito es infinito. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
46. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos A. В, С y D del Problema 43. 


47. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos A. В, С, D y E del Problema 44. 


48. Entre las afirmaciones siguientes decir cuáles son correctas о incorrectas: 


(1) {1,4,3} = {3,4,1} (4) (904) 
(2) '(1,8,1,2,3,2) с (1,2,3) (5) ØCUDF 
(8) e {4} 


49. Decir cuáles de los siguientes conjuntos son finitos o infinitos: 
(1) El conjunto de rectas paralelas al eje х 
(2) El conjunto de letras del alfabeto. 
(3) El conjunto de números que son múltiplos de 5. 
(4) El conjunto de animales que viven en la Tierra. 
(5) El conjunto de números que son raíces de la ecuación х?®* + 42х22 — 17х!# — 2x% + 19 = 0, 
(6) El conjunto de círculos que pasan por el origen (0, 0). 


50. Entre las afirmaciones siguientes decir cuál es correcta y cuál incorrecta. Aquí 5 es un conjunto cualquiera no 
vacío. 
/ а) 8с2* (2) SE (8) {8}с2® (4) {5}с® 


51. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos del siguiente diagrama de Venn. 


Ep 
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43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


51, 


а) 
(1 
(2) 


(3) 
@ 


(1) 


(1) 


CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 
Respuestas a los problemas propuestos 
RDT, (2) že Y, B) MES, (4) 2", (5) 2# А, (6) ВСР, (7) Ø, (8) Re £. 


А es el conjunto de los x tales que x vive en París. 
В es el conjunto de los х tales que х habla danés. 

С es el conjunto de los x tales que x es mayor de 21 años. 
D es el conjunto de los х tales que х es ciudadano francés. 


P = {2,-—1}, (2) Q = (а. с, 1, u, r}, (3) К = Ø, (4) S = (a, е, i, o, и}, (5) T = {2, 3, 4). 


incorrecto, (2).incorrecto, (3) correcto, (4) correcto, (5) incorrecto. 


El símbolo e representa una relación no definida. 


Hay ocho subconjuntos: B, (0, 1}, (0, 2}, (1, 2), (0), (1), {2}, Ø. 


Hay cuatro subconjuntos: F. {0}, {{1, 2}}, Ø. 


09) 


D, (2) D, (3) С. (4) ne, (5) С. (6) С. 


(1) С, E. (2) Р, E. (3) A, В, Р. (4) Ninguno. 


(1) correcto, (2) incorrecto. 


(1) correcto, (2) correcto, (3) correcto, (4) incorrecto, (5) correcto. 
Xx 


(1) infinito, (2) finito, (3) infinito, (4) finito, (5) finito, (6) infinito. 


(1) correcto, (2) incorrecto (3) incorrecto, (4) correcto. 


P 
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Capítulo 2 


Operaciones fundamentales con conjuntos 


OPERACIONES CON CONJUNTOS 


En aritmética se suma, resta y multiplica, es decir, a cada par de números x e y se le asigna un 
número х-+ y llamado suma de x e y, un número x — y llamado diferencia de x e y y un número xy 
llamado producto de x e y. Estas asignaciones se llaman operaciones de adición, sustracción y multi- 
plicación de números. En este capítulo se van a definir las operaciones de unión, intersección y diferencia 
de conjuntos, es decir, se van a asignar о а hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos 
А y В. En un capítulo posterior se verá que estas operaciones entre conjuntos se comportan de manera 
un tanto semejante a la de las anteriores operaciones con números. 


UNION 


La unión de los conjuntos A y В es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a А o a 
B o a ambos. Se denota la unión de A y B por 


AUB 
que se lee «4 unión B». 


Ejemplo 1-1: En el diagrama-de Venn de la Figura 2-1, А U В aparece rayado, o sea el área de A y el 
área de В. 


A U B lo rayado 
Fig.2-1 


Ejemplo 1-2: Sean 5 = (a, b, c, d} y T = {f, b, d, g}. Entonces 


SUT = fa, b, c, d, f, g} 
Ejemplo 1-3: Sean P el conjunto de los números reales positivos y Q el conjunto de lòs números reales ne- 


gativos. PU О, unión de P y О, consiste en todos los números reales exceptuado el 
cero, 


La unión A y B se puede definir también concisamente asi: 
AUB=(x|xeAoxeB) 


Observación 2-1: Se sigue inmediatamente de la definición de la unión de dos conjuntos que 
AUB y BUA son el mismo conjunto, esto es: 


AUB=BUA 
Observación 2-2: А y В son ambos subconjuntos de A U В, es decir, que: 


AC(AUB) y ВС(А\)В) 
17 
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En algunos libros la unión de A y В se denota por А + B y se la llama suma conjuntista de A y В 
o simplemente А más В. 


INTERSECCION 


La intersección de los conjuntos A y В es el conjunto de los elementos que son comunes a 4 y В, 
esto es, de aquellos elementos que pertenecen a 4 y que también pertenecen a В. Se denota Іа intersec- 
ción de A y В por 


ANB 


que se lee «A intersección В». 


Ejemplo 2. En el diagrama de Venn de la Fig. 2-2 se ha rayado A N) В, el área común a ambos con- 


juntos A y В. 


Ejemplo 2-2: Scan 5 = {a, b, c, d} y T = [f.b, d. g}. Entonces 


SAT= fb, d} 
Ejemplo 2-3: Sea V = {2, 4,6... .}, es decir, los múltiplos de 2; y sea W = (3.6.9, ...), o scan los múl- 


tiplos de 3. Entonces 


VAW = {6 12,18...) 


La intersección de A y B también se puede definir concisamente así: 


ANB=(x|x04, xe B} 
Aquí la coma tiene el significado de «y». 


Observación 2-3: Se sigue inmediatamente de la definición de intersección de dos conjuntos que 
ANB=BNA 


Observación 2-4: Cada uno de los conjuntos А y В contiene al 4 A В como subconjunto, es decir. 


UNBCA y ANBCEB 


Observación 2-5: Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir. si 4 y B son disjun- 
tos, entonces la intersección de A у В es el conjunto vacío, o sea А N B = Ø. 


En algunos libros, sobre todo de probabilidades, la intersección de A y B se denota por AB y se 
llama producto conjuntista de А y В о simplemente А por В. 


DIFERENCIA 


La diferencia de los conjuntos A y В es el conjunto de elementos que pertenecen a A, pero no a B. 
Se denota la diferencia de А y В por 
A=B 


que se lee «4 diferencia B» o simplemente «A menos В». 
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Ejemplo 3-1: Еп el diagrama de Venn de la Fig. 2-3 se ha rayado А — В. el área de A que no es par- 
te de B. 


A — Blo rayado 
Fig.2-3 


.. b, d. gi. Se tiene: 


Ejemplo 3-2: Sean 5 = ja, h, c, d) y T = 
5-Т= а.с} 


Ejemplo 3-3: Sean А el conjunto de los números reales у Q el conjunto de los números racionales, 
ces А — О es el conjunto de los números irracionales. 


La diferencia de A y B se puede también definir concisamente como 
А-В = {х|хЕ4, х# В) 


Observación 2-6: El conjunto 4 contiene al 4 — В como subconjunto, esto es: 
(4 - В) Са 
Observación 2-7: Los conjuntos (А — В). A С\В y (В — A) son mutuamente disjuntos, es decir, la 
intersección de dos cualesquiera es vacia. 


La diferencia de А y B se denota a veces рог А/В о bien por А ~ B. 


COMPLEMENTO 
El complemento de un conjunto А es el conjunto de elementos que no pertenecen a 4, es decir, 
la diferencia del conjunto universal U y del А. Se denota el complemento de A por 
4 
Ejemplo 4-1: Еп el diagrama de Venn de la Fig. 2-4 se ha rayado el complemento de A, o sca el área exte- 
rior a A. Se supone que el conjunto universal Ll es el área del rectángulo 


A’ lo rayado 
Fig.2-4 


Ejemplo 42: Suponiendo que el conjunto universal U sea el alfabeto, dado T = (а, b, с). entonces 
т = {d e.f. > 


Ejemplo 43: Sea E= (2, 4,6... |. o sea los números pares. Entonces Е = (1, 3, 5, -- -}, que son los 
impares. Aquí se supone que el conjunto universal es el de los números naturales, 1, 2, 3, 


También se puede definir el complemento de А concisamente así: 
Аб = (= | 0,724) 
о simplemente: А? = Para) 
Lo que se establece en seguida resulta directamente de la definición del complemento de un 
conjunto. 
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Observación 2-8: La unión de cualquier conjunto А y su complemento А' es el conjunto universal, 
о sea que е 


AUVA'=U 


Por otra parte, el conjunto A y su complemento A” son disjuntos, es decir, 
X1n4=9 
Observación 2-9: El complemento del conjunto universal U es el conjunto vacio Ø, y viceversa, о 
sea que: 
U=Y y Dd =U 
Observación 2-10: El complemento del complemento de un conjunto A es el conjunto A mismo. Más 
breve: с 


(AY =A 


La siguiente observación muestra cómo la diferencia de dos conjuntos podría ser definida por el 
complemento de un conjunto y'la intersección de dos conjuntos. En efecto, se tiene la siguiente rela- 
ción: fundamental: 


Observación 2-11: La diferencia de A y В ез igual a la intersección de A y el complemento de 
В, о sea: 
-A-B=ANB' 
La demostración de la Observación 2-11 se sigue inmediatamente de las definiciones: 


A=B=(x|xeA х#В|= {х|хА, xeB}= ANP 


OPERACIONES CON CONJUNTOS COMPARABLES 


Las operaciones de unión, intersección, diferencia y complemento tienen propiedades sencillas 
cuando los conjuntos de que se trata son comparables. Se pueden demostrar los teoremas siguientes. 


Téorema 2-1: Sea А un subconjunto de В. Entonces la intersección de A y В es precisamente 
es decir: 


AC B implica AN B= A 
Teorema 2-2: Sea A un subconjunto de В. Entonces la unión de 4 y B es ргесіѕатепіе В, es decir: 
ACB implica AU B = В 
Teorema 2-3: Sea А un subconjunto de B. Entonces В' es un subconjunto de A”, es decir: 
А С В implica ВС А' 


Se ilustra el Teorema 2-3 con los diagramas de Venn de las Figs. 2-5 y 2-6. Nótese que el área de 
B' está incluida en la de 4’. 


B'lo rayado A" lo rayado 
ы Fig. 2-5 Fig. 2-6 
Teorema 2-4:- Sea A un subconjunto de B. Entonces la unión de A у (B — А) es precisamente В, 
es decir: 


А С В implica AU (B – A) = В 
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Problemas resueltos 
UNION + 


1. En los diagramas de Venn que siguen, rayar A unión В, o sea A U B: 


D © © Ө 


(a) e 
Solución: 

La unión de А y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A о a В о a ambos. Se rayan 
entonces las áreas de A y de B como sigue: 


ж 


(а) 


AU В lo rayado 


2. Sea А = (1, 2, 3, 4), В = {2, 4, 6, 8) у С = (3, 4, 5, 6). Hallar (a)-A U B, (b) AUC, 
(с) BUC, (d) BU В. 
Solución: 
Para formar la unión de A y B se reúnen todos los elementos de A con todos los elementos de B. De 
modo que 
AUB = (1,2,3,4,6,8) , 
De igual manera, AUC = (1,2,3,4,5,6) 
ў ВОС = (2,4,6,8,3,5) 
вов = (2,4,6,8) Q 


Nótese que В U В es precisamente В. 
3. Sean A, В у С los conjuntos del Problema 2. Hallar (1) (4 U В) U C, (2) 4 U (BU С). 
Solución: Ў 
(1) Se determina primero 4 U В = {1, 2, 3. 4, 6, 8). Entonces la unión de 4 U Ву Сез 
(AU BJU C= (1,2,3,4,6,8, 5) 
(2) Se determina primero B U C = (2, 4, 6, 8, 3, 5). Entonces la unión de, 4 y B U C es 
AU (BU C) = {1, 2,3, 4, 6,8, 5) 
Nótese que (4 U B) U C = A U (B U ©). 


4. Sean el conjunto X = (Tomás, Ricardo, Enrique}, el conjunto Y = (Tomás, Marcos, Emilio} 
y 2 = (Marcos, Emilio, Eduardo}. Hallar (a) X-U Y, (b) YU Z, (с) XU Z. 
Solución: E 
Para hallar Y U Y se hace la lista de los nombres de X con los nombres de Y; así 
XU Y = (Tomás, Ricardo, Enrique, Marcos, Emilio} 
Del mismo тобо YU Z = (Tomás, Marcos, Emilio, Eduardo) 
XU Z = (Tomás, Ricardo, Enrique, Marcos, Emilio, Eduardo] 


5. Sean A y В dos conjuntos que no son comparables. Hacer el diagrama lineal de los conjuntos 
A, By AUB. 
Solución: 
Nótese primeramente, según la Observación 2-2, que А y В son ambos subconjuntos de А U В, es decir, que 
AC(AUB) y BC(AUB) 
De acuerdo con esto, el diagrama lineal de A, B y AU Bes AUB 


A B 
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6. Demostrar la Observación 2-2: A y B son subconjuntos de A U B. 


Solución 
Puesto que A U В = BU A solo se requiere demostrar que А es subconjunto de A U B, esto es, que 
xea implica xe 4 U B. 
Sea х un elemento de А. Se sigue entonces que х es elemento de А о de B, es decir, que x£ 4 U B. Así 
que A C (4 U В). 


7. Demostrar: A = 4 ЈА, 
Solución: 
Según la Definición 1-1, hay que demostrar que A C (4 U 4) y que (А U А) С A. Según la Observación 2-2, 


A C (A U A). Sea ahora un хе (4 U A). Entonces, según la definición de unión, x £ A о x £ A; así que x per- 
tenece a A. Por tanto, (А U A) С A y, por la Definición 1-1, A = (4 U AL 


8. Demostrar: UU A = U, dónde Y es el conjunto universal. 
Solución: К сўе 
Por la Observación 2-2, U С (U U А). Como todo conjunto es un subconjunto del conjunto universal, 
(UU А) С О y la conclusión se sigue de la Definición 1-1. 
9. Demostrar: Ø UA = А, 
Solución: 
Por la Observación 2-2, A С (А U Ø). Sea ahora un хє (4 U Ø), entonces x £ А о хє Ø. Por la definición 


de conjunto vacio, х # Ø; de modo que хє А. Se ha demostrado que х є (4 U Ø) implica x £ А, es decir, que 
(А U Ø) С A. Por la Definicion 1-1, 4 = Ø U A. 


10. Demostrar: AUB = Ø implica A = Ø y B = Ø. 
Solución: 


Por la Observación 2-2, A C (A U B), es decir, A C Ø. Pero Ø es subconjunto de todo conjunto; en par- 
ticular, Ø C A. Luego, por la Definición 1-1, A = Ø. De igual manera se puede demostrar que В = 0). 


INTERSECCION 
11. Еп los diagramas de Venn del Problema 1, rayar la intersección de A у B, esto es, de A (1 B. 
Solución: 


La intersección de Я y B consiste en el área que es común tanto a A como a B. Para encontrar А Г\ B, se 
raya primero A con trazos oblicuos hacia la derecha (////) y luego se raya B con trazos oblicuos inclinados a la 
izquierda (\\\\) como se ve en la figura: 


(c) 


Entonces A N В ез el área que tiene los dos gayados. El resultado final, que es А ( В, se raya ahora con líneas 


horizontales, como sigue: 
(с) 


(a) 


А Г\ В lo rayado 


Nótese que А Г В es vacía en (с) en que A у В son disjuntos. 
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12. 


13. 


14. 


Sean А = {1, 2, 3, 4), B= {2, 4, 6, 8) у С = {3, 4, 5, 6). Hallar (а) А M B, (b) AN C, 
(с) ВПС, (d) BAN В. 
Solución: 

Para formar la intersección de A y B se inscriben todos los elementos comunes a A y B; asi AM В = (2, 4) 


De igual manera, A N C = (3, 4), BN C = {4, 6) y BN B = (2, 4, 6, 8). Nótese que BN B es efectiva- 
mente B. 


Sean A, В y С los conjuntos del Problema 12. Hallar (а) (4 N B) С, (b) A N (BN ©). 
Solución: 
(a). AN B = {2,4}. Asi que la intersección dy (2, 4) con Ces (4 N B) N C = (4). 
(6) BANC = (4, 6). La intersección de este conjunto con el А es (4), esto es, А N (B N С) = (4). 

Nótese que (4 N В) С = AN (BO С). 
Sean A y В dos conjuntos no comparables. Hacer el diagrama lineal de А, B y A N B. 
Solución: 


Рог Іа Observación 2-4, A Гү Bes un subconjunto tanto de A como de B, esto es, (А N В) C Ay (A N B) C В. 
De acuerdo con esto se tiene el siguiente diagrama lineal: 


<A 


ANB 


15. Demostrar la Observación 2-4: A N В es un subconjunto de А y de В. 
Solución: 

Sea х un elemento cualquiera Че А Г) В. Por definición de la intersección, х pertenece a ambos conjuntos 
A y B; en particular, хє A. Se ha demostrado que хє (А N В) implica хє А, esto es, que (A N В) С A. De 
igual modo, (A N В) С B. 

16. Demostrar: ANA = A. 
Solución: 

Por la Observación 2-4, (4 (\ А) С A. Sea х un elemento cualquiera de A; entonces es obvio que х perte- 
nece а los conjuntos А y A, es decir, х pertenece a A (1) A. Se demuestra así que x e A implica хє (4 N А), es 
decir, que A С (4 N А). Por la Definición 1-1, A N A = 

17. Demostrar: U N А = A, donde U es el conjunto universal. 
Solución: 

Por la Observación 2-4, (U N.4) С A. Sea х un elemento cualquiera de А. Como U es el conjunto univer- 
sal х pertenece también a U. Como x А y хє U, por la definición de intersección, х e (U Г\ А). Se ha demos- 
trado que х e A implica x e (U N А), es decir, que se ha demostrado que A С (U N А). Por la Definición 1-1, 
ОПА = А. 

18. Demostrar: AN Ø = Ø. 
Solución: 

Por la Observación 2-4, (А N Ø) С Ø. Pero el conjunto vacío es subconjunto de todo conjunto; en par- 

ticular, Ø С A N Ø. Por tanto, A N Ø = 
DIFERENCIA 
19. Sea A = {1, 2, 3, 4}, В = {2, 4, 6, 8} у C = {3, 4, 5, 6). Hallar (а) (4 — B), (b) (C – А), 


(с) (B — С), (d) (B – A), (e) (В — B). 
Solución: 


(a) El conjunto А — B consiste en los elementos de A que no están en В. Como А = {1, 2, 3, 4} y 2, 4Е B, 
entonces А — B = {1, 3}. 


(b) Los únicos elementos de C que no están en A son 5 y 6; por tanto, C — A = {5,6}. 
(e) 8-С = {2, 8}. (d) B — A = {6, 8). (e) B- B = Ø 
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20. En los diagramas de Venn del Problema 1, rayar А menos B..0 sea A — В. 


Solución 
En cada caso el conjunto A — В consiste en los elementos de А que Ho están en B, es decir, el área еп 4 


que no está en la de B. 


¿SS 
0 E) O; 
(b) te) («у 


A = B lo rayado 


Nótese que, como en (с), 4 — B = A si A y B son disjuntos. Nótese también que, como en (d). A — 8 = Ø 
conjunto de В. 
21. Dados dos conjuntos A y B no comparables, construir el diagrama linea! de los conjuntos 
A, B. (A — B), (B – А), Ø y el universal U. 
Solución: 
Notar primero, según la Observación 2-6, que (A — B) C A y que (B — A) C В. 
nto y como, por la Observación 2-7. (4 — B) y (B — А) по son com- 


Сото @ es subconjunto de todo cor 
parables, se puede trazar primero 


no 


Como A D (4 — B) y BD (В — A), se añaden А y B al diagrama como sigue: 


Si no se incluyera U o Ø en el diagrama, entonces el diagrama lineal no se cerraría. 


22. Demostrar la Observación 2-6: (4 — В) С A. 
Solución: 
Sea x cualquier clemento del conjunto 4 — 8. Por definición de diferencia. л 
х pertenece а A. Se ha demostrado que xE (4 — В) implica хє A; es decir, que (А — B) C А 


23. Demostrar: (4— B)NB = Ø. 


Solución: 
Sea x perteneciente a (4 — В) ГУ В. Por la definicion de intersección, x e (А — B) y x e B. Pero por la de- 
finición de diferencia, хё A y xg В. Como no hay ningún elemento que cumpla xB y х# В, entonces 


(4 -BNB = 0 


y х# B: en particular. 


COMPLEMENTO 
24. Sean U=(1,2,3,...,8, 9}, A = (1. 2, 3, 4}. B = (2.4, 6, 8} y C = (3, 4, 5, 6). Hallar 
(a) A”. (b) В’. (с) (4 Ñ CY, (d) (4U BJ, (e) (AY. (1) (В – Су). 
Soluci 


п en U pero no en А. Por tanto, 4' = {5, 6. 7, 8, 9}. 


(a) El conjunto 4' consiste en los elementos que es 


www.FreeLibros.me 


CAP. 2] OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 25 

(Б) El conjunto de los elementos de U que no están en B es B' = (1, 3, 5. 7, 9) 
(с) (AMC) = (3, 4) y entonces (А ГҮ CY = (1,2, 5, 6, 7, 8, 9 
(а) (A U B) 11,2, 3, 4, 6. 8) y entonces (4 'U BY 
(e) 4'=(5,6,7,8.9) y entonces (4'Y = (1,2, 3. 4), es decir, (4) 
U) (B— С) = {2,8} y entonces (B — С 11,3. 4,5,6, 7, 9}. 


25. En el diagrama de Venn siguiente, rayar (а) B', (bHA U BJ, (с) (B— AY, (d) А' N B’. 


і 


Solución: 
(a) Como B', complemento de В, consta de los clementos que no están en В. se raya el área exterior a В. 


B’ lo rayado 


(b) Primero se raya el área 4 U В; luego, (4 U В) es el área exterior a (4 U В). 


A U B lo rayado (A U BY lo rayado 


(e) Primero se raya B— A: y así (B — А)' es el área exterior a B — A. 


+ В — А lo rayado (В — Ay lo rayado 


(d) Primero se raya 4”, el área exterior a А, con trazos oblicuos inclinados а la derecha (//) y se raya Æ con 
trazos oblicuos inclinados а la izquierda (1,11), entonces А' (\ B' resulta ser el área con doble rayado. 


А” Г\ В lo rayado 


Nótese que el área de (А U B} es la misma que la de А” Г В" 
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26. Demostrar el Teorema de De Morgan: (4 U В) = A'N E 


сой KAYA Ê Es ХєдЄ 


Sea хє (А U B); así, pues, х no pertenece a А U В. Por tanto, xé 4 y Вб, xEA ух Ву: 
por la definición de intersección, х репепесе а 4' Гу B. Se ha demostrado que x є (4 U BJ implica хє (4' N 8 


es decir, que MUB CU NE) 


Sea ahora у= A' f B'; entonces y pertenece а A' e y pertenece a В. Asi que y ¿A e yve В у. por tanto. 
у#А\)В, о sea que ye (4 U В}. Queda demostrado que ye (4' Г\ B') implica y є (4 U BJ. es decir, que 


ав) С (а 0 ву 
Por consiguiente, рог la Definición 1-1, (4 ГВ) = (40 Ву. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
27. 


Sean U = (a, b, c, d, e}, A = fa, b, d} y В= {Ь, d, e). Hallar (a) A U B. (b) BA) A. 10) В. 
(d) B — A, (е) A' N B, (f) A U В, (gJ A N) B (h) В A, (i) (4 N B’), G) (A I В). 

Solución: 

(a) La unión de A y B consta de los elementos de 4 y los elementos de B, es decir, А\) B = (а. h, d. e 

(b) La intersección de A y В consta de los elementos que son comunes a А y B. es deci B= bd! 
(c) ' El complemento de B consta de las letras que están en U pero no en В: asi que В ~ (а, с! 

(d) El conjunto В — A está formado por los elementos de В que no están en A. esto es. В 
(e) А' = {с,е}у B=(b,d, e); asique АОВ = le) 

(Ya) б = {a, b, d} y B' = (a, c}; asique ЛОВ = fa. b, c, d). 

e) , e) y В = (a, с}; entonces AB = fc} 

(h) Ў = (a) 

(i) Según (b), A N B = {Ь, d}; luego (А СУВ = la. c e]. 

U) Según (a), A U В = (a, b, d, e); luego (4 Ов) = |с). 


-En el diagrama de Venn que sigue, rayar (1) 4 AHBU С), (2) (4N B)U (AN O (3) AU IBA C). 


(4) 4UB)N(4U С). 
=== 


A 
ARA 


е 


(1) Primero rayar А con trazos inclinados а la derecha y rayar В U С con trazos inclinados а la izquierda; en- 
tonces А N (В U С) es el área con doble rayado. 


Solución: 


A y BU С aparecen rayados AN {BU C) lo rayado 


(2) Primero rayar A N B con trazos inclinados a la derecha y A f C con trazos inclinados а la izquierda: en 
tonces (4 N В) U (А N С) resulta ser el área total rayada como se muestra en seguida. 
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AMByANClo rayado ` {4 N B) U (4 N С) lo rayado 


Nótese que A N (B U С) = (А N B) U (А NC). 
(3) Primero se raya А con trazos inclinados a la derecha y se raya В f С con trazos inclinados a la izquierda: 
así resulta ser A U (В N С) el área total rayada. 


Ay B(1C lo rayado A U (BN C) lo rayado 


(4) Primero se raya A U В con trazos inclinados a la derecha y se raya A U C con trazos inclinados a la iz- 
quierda; (4 U В) N (А U С) es el área con doble rayado. 


АО Ву A UC lo rayado {A U BIN (A U С) lo rayado 
Nótese que A U (BN С) = (4U B)N (4 U ©). E 
Хед Xg А 
29. Demostrar: В — А es un subconjunto de A”. x ` 
Solución: <A ЕС 
G-A = Ф 


Sea х perteneciente а В — A. Entonces х Ву x ¢ А; por tanto, х es elemento de А 
Como х# В — A implica х= 4’, В — A es subconjunto de 4” 


30. Demostrar: В—А' = BA) A. xe B XFA 
Solución: хеА 
В-А = 1х | ЕВ, ХРА) = {т | zB. =рА} = BAA. 


Problemas propuestos 


ЗІ. Sea el conjunto universal U = a, b, c, d, e, f, g} y sean А = (а, b, c, d, e}, В = (а, e. e, g} y С = (h. e f gl 


Hallar: 
a) АОС (8) C-B (5) А'—В (7 (A=CY (9) (a – EY 
(2) BAA (4) в" (6) BC (8) CNA (10) (Аслу 


www.FreeLibros.me 


g 
28 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS [CAP. 2 


32. Demostrar: Si A N) B = Ø, entonces А С В. 
33. Еп los diagramas de Venn que siguen, rayar (1) V f) W, (2) W, B) W — V, (4) V U W, (5)V N И, (6) V — И. 


(a) (5) 
34. Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacíos A, Ву С de modo que A, В у C tengan las siguientes ca- 
racterísticas: 
(1) ACB, CCB, ANC = Ф (з) ACC, AFC, BAC = ф 
(2) ACB, С{В, Апс + Ф (4) AC(BNC), ВСС, С В, Ат С 
35. Determinar: 
(1) Una (3) @' (5) ANA (7) UVA (9) ANA 
(2) AvA (4) од (6) v (8) A'UA (10) Pina. 


36. Completar las siguientes afirmaciones insertando C, D о ne (no comparables) entre cada par de conjuntos. Aquí 
A y B son conjuntos arbitrarios. 
(1) A.2.A -B а? з) а. PB-A (5) д, Мед -в 
2) 4.2.4лв (4) А. Слов (6) A.USBA 

37. La fórmula A — В = A N В" puede definir la diferencia de dos conjuntos mediante las solas operaciones de 
intersección y complemento, Encontrar una fórmula que defina la unión de dos conjuntos, A U В, mediante 
estas dos operaciones de intersección y complemento. 

38. Demostrar: A — В ез un subconjunto de A U В. REA ху 

39, Demostrar el Teorema 2-1: AC Bimplica Агүв=д. ME CAYO) ,_ 

40. Demostrar: Si A N В = Ø, entonces ВГ\А' = В. хел, х6 

41. Demostrar el Teorema 22: 4 C B implica AUB=B. хе(д- O) 

42, Demostrar: A' — B' = B — A. Е һу ©. У 

43. Demostrar el Teorema 2-3: A С B implica B' C A. 

44. Demostrar: Si A N В = Ø, entonces AU В = В. 

45. Demostrar: (4 N BY = A'U B. 

46. Demostrar el Teorema 24: A C B implica AU (B — A) = В. 


Respuestas a los problemas propuestos 
з. шо (3) л 6 07) C= (6,е,/,0) (9) (b,d, 7,9) 
(2) (а, с, е) (4) 1b,d, A (6) (d,d,f,c,9) (8) (a, с, d} (10) И 
32. Demostración: Sea х в A. Сото А у B son disjuntos, x # В; luego х pertenece а В'. Queda demostrado дие хЕ А 
implica хє B', es decir, que A С В". 
33. (а) (1) 13) 


(5) 


VA W lo rayado 


V A W” lo rayado 


(6) 


W” lo rayado VU W lo rayado W — W” lo rayado 
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ӨБ 


V A W lo rayado V A W” lo rayado 


(2) —-- (6) 
E A= 
W' lo rayado VU W lo rayado И" — W” lo rayado 
34. (1) (3) 


Ое 


(ША (QA (90 (A (59 HØ MU (80 (А (0)0 


g 


36. (1)> (25 (э (4) с (5)ne (6)ne 


37. AUB = (A'NnB'Y'. 
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Capítulo 3 


Conjuntos de números 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


Aunque la teoría de conjuntos es completamente general, en la matemática elemental se encuen- 
tran ya conjuntos importantes que son conjuntos de números. De particular interés, en especial en el 
análisis, es el conjunto de los números reales, que se denota рог 


R 


En este capítulo se supone de hecho, al menos que se diga otra cosa, que el conjunto universal es el con- 
junto de los números reales. Se revisarán en primer lugar algunas propiedades elementales de los nú- 
meros reales antes de aplicar los principios fundamentales de la teoría de conjuntos a conjuntos de 
números. El conjunto de los números reales con sus propiedades se llama el sistema de los números 
reales. 


NUMEROS REALES, R 


Una de las propiedades más importantes de los números reales es el poderlos representar por pun- 
tos de una línea recta. Como en la Fig. 3-1, se elige un punto llamado origen, para representar el 0, y 
otro punto, por lo común a la derecha, para representar el 1. Resulta asi de manera natural una co- 
rrespondencia entre los puntos de la recta y los números reales, es decir, que cada punto representa un 
número real único y que cada número real viene representado por un punto único. Llamando a esta recta 
la recta real, podrán emplearse uno por otro los conceptos de punto y de número. 


и... 


Fig: 3-1 


Los números а la derecha del 0, o sea al mismo lado que el 1, son los llamados números positivos, 
y los números a la izquierda del 0 son los llamados números negativos. El 0 mismo no es ni positivo пі 
negativo. | 


ENTEROS, Z 
Los enteros son los números reales 
EE —1, 6, LA 

Se denotan los enteros рор asique Se escribg, 
LE 


<A: 
30 
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Propiedad importante de los enteros es que Bon «cerrados» respecto de las operaciones de adición, 
multiplicación y sustracción; es decir. que la suma, producto y diferencia de dos enteros es a su vez un 
entero. Nótese que el cociente de dos enteros. por ejemplo, 3 y 7. по es necesariamente un entero: asi 
que los enteros no son cerrados respecto de la operación división 


NUMEROS RACIONALES, О {АТО 9 Рё Осу 


Los números racionales son los reales que se pueden expresar como razón de dos enteros. Se de- 
nota el conjunto de los números racionales рог О, asi que. 


рід donde peZ,qeZ) 


Obsérvese que todo entero es un número racional, ya que, por ejemplo, 5 = 5/1; por tanto, 7 es un 
subconjunto de Q. 

Los números racionales son cerrados no solo respecto de las operaciones de adición, multiplica- 
ción y sustracción, sino también respecto de la división (excepto por 0). Es decir, que suma, produc- 
to, diferencia y cociente (excepto por Q) de dos números racionales es un número racional nuc- 
vamente, 


NUMEROS NATURALES, N 


Los números naturales son los enteros positivos. Se denota el conjunto de los números natu- 
rales рог М: así que: 
М = {1.2.3.2} 


Los números naturales fueron el primer sistema de números que se formó y se les usaba primor- 
dialmente antes para contar. Nótense las relaciones siguientes entre los anteriores sistemas de números: 


NCEZCOCR 


Los números naturales son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación so- 
lamente. La diferencia y el cociente de dos números naturales no es necesariamente un número natural. 

Los números primos son los naturales р. excluido el 1. que solo son divisibles por 1 y por р mismo, 
Не aqui los primeros números primos: 


ISI Т?Л... .. 


Я a Ж ReeiOhlc NÓ LOS Q 
NUMEROS IRRACIONALES, 0° \\У йо», Y NO PeRIOBiCOS > Y саи 
б i "н 
Los números irracionales son los reales que no son racionales, esto es, el conjunto de los números 
irracionales es el complemento del conjunto de los números racionales О en los números reales А: 
por eso se denotan los números irracionales por Q' Ejemplos de números irracionales son 


> 
МЗ. л. (2. ete. 


DIAGRAMA LINEAL DE LOS SISTFMAS NUMERICOS 


La Fig. 3-2 siguiente es un diagrama lineal de los distintos conjuntos de números vistos hasta ahora 
(Para que quede completo, se incluye en el diagrama el conjunto de los números complejos. que son 
los de la forma a + hi. con a y b reales. Obsérvese que el conjunto de los números complejos es un su- 
perconjunto del conjunto de los números reales.) 
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Números complejos 


Números reales 


Números racionales Números irracionales 


Enteros negativos ] Cero ] Números naturales 


Números primos 


Fig.3-2 


DECIMALES Y NUMEROS REALES 


Todo número real se puede representar por un «decimal con infinitas cifras». La representación 
decimal de un número racional p/q se encuentra «dividiendo el numerador р рог el denominador q». 
Si la división dicha se acaba, como en 


3/8 = 0,375 
se escribe 3/8 = 0,375000 
o bien 3/8 = 0,374999 


Si la división p por q no acaba, se sabe entonces que hay un tramo de cifras que se repite continuamen- 
te; por ejemplo: 


2/11 = 0,181818... 


Ahora bien, lo que caracteriza a los números reales respecto de los decimales, es que en tanto que 
los números racionales corresponden precisamente a los decimales en que se repite continuamente un 
tramo de cifras, los números irracionales corresponden a los otros decimales de infinitas cifras. 


DESIGUALDADES 


Se introduce el concepto de «orden» en el sistema de los números reales por la 


Definición: El número real a es menor que el número real b, lo que se escribe: 
a<b 
si b— a es un número positivo. 
Se pueden demostrar las propiedades siguientes de la relación a < В. Sean los números reales а, 
b y c; entonces: 


Pi: O bien a < b, o a = b, o b < a. 

Р,: Si а < b, уБ < с, entonces a < с. 

Py: Si а < b, entonces a + c < b + c- 

P,: Si a< b у с es positivo, entonces ас < bc. 
Ps: Sia<b y с ез negativo, entonces Бс < ac. 
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Geométricamente, si a < Б el punto a sobre la recta real está a la izquierda del punto b. 
También se indica a < b por b>a 
lo que se lee «b es mayor que a». Asimismo, se escribe 
asb о b=a 


si а < b o а = Б, es decir, si а по es mayor que b. 


Ejemplo 1-1: 2<5;-6<-3y4<4;5> —8. 
Ejemplo 1-2: La notación х < 5 significa que х es un número real menor que 5; así que x está a la izquier- 
da de 5 en la recta real. 


La notación 2 < x < 7 significa 2 < x y x < 7; con lo que x estará entre 2 y 7 en la 
recta real. 


Observación 3-1: Es de notar que el concepto de orden, o sea la relación a < b, se define mediante 
el concepto de número positivo. La propiedad fundamental de los números positi- 
vos que se utiliza para demostrar propiedades de la relación a < b, es que tales 
números son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación, hecho 
que, además, está ligado íntimamente al de que los números naturales también 
son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación. 


Observación 3-2: Son ciertas las afirmaciones siguientes para a, b y c números reales cualesquiera: 


() a sa. 
(2) Si a=b y b <a entonces a = b. 
(3) Sia = Ьу b =c entonces a = c. 


VALOR ABSOLUTO 


El valor absoluto de un número real x, denotado por $ 
А 
se define así: А 
usix=0 
lll = sÈ 
=r`si x< 0 


es decir, que si x es positivo o cero, entonces |x| es igual a x, y si x es negativo, entonces |x| es 
igual a —x. En consecuencia, el valor absoluto de cualquier 'número es siempre no negativo, esto es, 
|x| =0 para todo хЕ А. 

Desde el punto de vista geométrico, el valor absoluto de x es là distancia del punto x de la recta 
real al origen, esto es, al punto 0. Asimismo, la distancia entre dos puntos cualesquiera, o sea entre dos 
números reales a y b, es |а — b| = |b — al. 


Ejemplo 2-1 


—2| =.2, [| = 7, |-x] 
B- sl 5, 8 


Ejemplo 2-2: La relación 


significa que la distancia entre х y el origen es menor que 5, esto es, que х debe estar entre 
—5 y 5 sobre la recta real. Dicho de otro modo: 


k|<s y -5<x<5 
tienen el mismo significado. De modo análogo 
bles у -52x25 


significan lo mismo. 


www.FreeLibros.me 


34 CONJUNTOS DE NUMEROS [САР. 3 


INTERVALOS 


Examínense los siguientes conjuntos de números: 


Ar Pazos 
Az |2=х=5} 
Аз |2<x=5) 
As 12=x<5) 


Nótese que los cuatro conjuntos contienen solamente los puntos que están entre 2 y 5 con las excepcio- 
nes posibles de 2 y/o 5. Estos conjuntos se llaman intervalos y los números 2 y 5 son los extremos de 
cada intervalo. Por otra parte, A, es un intervalo abierto, pues no contiene los extremos; Az cs un inter- 
valo cerrado, уа que contiene ambos extremos, y 4; y A, son abierto-cerrado y cerrado-abierto, res- 
pectivamente. 

Se representan gráficamente estos conjuntos sobre la recta real como sigue: 


ЕЈ =ч +3 2 = ° 1 2 3 4 5 6 
A 
Р + —————+ 0————@ —Á 
-5 ~ -3 2 = о 1 2 3 4 5 6 
As 


-6 $. aed A o 1 2 3 4 5 6 
As 
A A л —— 
Ж - -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 
A 


Obsérvese que en cada diagrama se encierran con un círculo los extremos 2 y 5 y que se repinta el seg- 
mento entre los puntos dichos. Cuando un intervalo incluye un extremo, esto se hace ver llenando cl 
circulo del extremo. 

Como los intervalos aparecen con mucha frecuencia en las matemáticas, se emplea generalmente 
una notación abreviada para designar intervalos. Por ejemplo, los intervalos anteriores se denotan, 
a veces, por 


РА 
Nótese que se usa un corchete al revés para designar un extremo abierto, es decir, un extremo que no 
pertenece al intervalo, y que se usa un corchete para designar un extremo cerrado. 


PROPIEDADES DE LOS INTERVALOS 


Sea 4 la familia de todos los intervalos de la recta real. Se incluyen en 4 el conjunto vacio Ø y 
los puntos a = [a, a]. Tienen entonces los intervalos las propiedades siguientes: 


(1) La intersección de dos intervalos es un intervalo, es decir: 
AES, Bes implica AN BES 
(2) La unión de dos intervalos no disjuntos es un intervalo, es decir: 
Ав, Bef, АГ\В + 03 implica A U BEI 
G) La diferencia de dos intervalos no comparables es un intervalo; es decir: 
дЕ 7, BES, AÇ B, ВЧ А implica 4 — Be S 
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Ejemplo 3-1: 
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ап А = (2,4), В = (3,8). Entonces 


агв= (3, 4, ув = [2 8| 
а-в= з, 3], ва = [4 8[ 


INTERVALOS INFINITOS 


Los conjuntos de la forma 


А = (2|2>1), 
В = (х|х=2), 
С = (2!2<3), 
D = (x/2<4), 
Е = (т|хЕЁ } 


se llaman intervalos infinitos y se les denota también por 


A=(1, ©), В=[2, ©[, C=(-0,3) D=]-0, 4], E=(-0, 00) 


Se representan estos intervalos infinitos sobre la recta real como sigue: 


—- +— - _ > 
-4 3 -2 A o 1 2 з 4 
А ема repintado 
y A A + _—— э ——= 
- = 2 = ° 1 2 3 4 


В ема repimtado 


рема pintado 


E está repintado 


CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


Sea А un conjunto de números; se dice que А es un conjunto acotado si А es subconjunto de un 
intervalo finito. Una definición equivalente de acotación es 


Definición 3-1: 


El conjunto А es acotado si existe un número positivo М, tal que 
|| =M 


para todo хє A. Un conjunto se dice no acotado si no es acotado. 


Nótese que, entonces, А es un subconjunto del intervalo finito [—M, М]. 


Ejemplo 4-1: Sea А = (1, 1/2, 1/3, ...). А es acotado, pues es un subconjunto del intervalo ce- 
rrado [0, 1] 
Ejemplo 42: Sea А = (2.4.6... ). А es un conjunto no acotado. 


Ejemplo 4-3: El conjunto А = (7,7 9, —473. 2322, 42) es acotado. 


Observación 3-3: Si un conjunto А es finito, entonces es necesariamente acotado. Si un conjunto es 


infinito, puede ser acotado, como en el Ejemplo 4-1, o no acotado, como en el 
Ejemplo 4-2. 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


En los problemas siguientes, R, О, Q’, Z, N y Р designan, respectivamente, los números reales, 
racionales, irracionales, enteros, naturales y primos. 


1. Entre lo que sigue, decir qué es verdadero y qué falso. 


(1) TEN (6) -6£ Q (1) VBeN 
(2) Ve (7) 11eP (12) VIA e Q' 
(8) 4.2 (8) 1=2 (13) –2:2 
(4) 9=Р (9) у=5.0' (14) PER 
(5) 3reQ (10) 1e R (15) Vie R 


(1) Falso. N solo contiene los enteros positivos; —7 es negativo. 
(2) Cierto. ./Ano se puede expresar como razón de dos enteros, asi que ,/2 no es racional. 
(3) Cierto. Z, el conjunto de los enteros, contiene todos los enteros, positivos y negativos. 
(4) Falso. 3 divide a 9, así que 9 по es primo. 
(5) Falso. л no es racional пі tampoco 3л. 
(6) Cierto. Los números racionales incluyen а los enteros. Así, —6 = (6/1). 
(7) Cierto. 11 no tiene divisores excepto 11 y 1; así que 11 es primo. 
(8) Falso. $ по es entero. 
(9) Falso. /=5 no es un número real; por tanto, en particular, no es un número irracional, 
(10) Cierto. 1 es un número real, 
(11) Cierto. 3/8 = 2 que es un entero positivo, 
(12) Falso. /9/4 = 3/2 que es racional. 
(13) Z consta de los enteros positivos y negativos. 
(14) Cierto. лев real y también lo es л2. 
(15) Falso. {/ –4 = 2i no es real. 


2. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos R, N y Q”. 


Solución: 
N y Q' son ambos subconjuntos de R. Pero N у Q’ no son comparables. Según esto, el diagrama lineal es 


ыл 


3. ¿A cuáles de los conjuntos R, Q, 0', Z, N у Р pertenece cada uno de los números siguientes? 
(1) = 3/4, (2) 13, (3) /7. 
Solución: 
(1) —3/4 € 0, de los números racionales, ya que es la razón de dos enteros —3 y 4. Asimismo, —3/4 € R, ya 
que ОСА. 
(2) 13€ Р, porque los únicos divisores de 13 son 13 y 1. 13 pertenece también a №, Z, О.у К, pues Р es 
subconjunto de cada uno de éstos. 


(3) /—7 no es un número real; así, pues, no pertenece а ninguno de los conjuntos dados. 
4. Dados E=(2,4,6,...) y F=(1,3,5,... }, ¿son E y F cerrados respecto de las operaciones de 
(1) adición, (2) multiplicación? 
Solución: 
(1) La suma de dos números pares es par; por tanto, E es cerrado respecto de la operación adición. La suma 
Че dos múmeros impares no es impar; luego F no es cerrado respecto de la operación de adición. 


(2) El producto de dos números pares es par, y el producto de dos números impares es impar; luego ambos E 
y F son cerrados respecto de la operación multiplicación. 


www.FreeLibros.me 


CAP. 3] CONJUNTOS DE NUMEROS 37 


S 


De los conjuntos R, О, 0', Z, N y P, ¿cuáles no son cerrados respecto de las operaciones de 
(1) adición, (2) sustracción? 
Solución: A 
(1) Q' y P. Por ejemplo, — /22 Q' y /28 9”, pero —/2+ /2=080'38PyScP,; r03 +5 = 86Р, 


(2) Q', N y Р. Por ejemplo, 4/2 Q', pero 4/2 – /2=04Q'38N y TEN, pero 3 —7= -—4éN;7€P 
УЗЕР, рго7 — 3 = 4 Р. 


DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


6. 


10. 


Valiéndose de la notación, escribir las afirmaciones siguientes: 


(1) а es menor que b. (4) а no es menor que b. 

(2) а no es mayor o igual que b. (5) а es mayor o igual que b. 
(3) «a es menor o igual que b. (6) a no es mayor que b. 
Solución: 


Recuérdese que un trazo vertical u oblicuo que atraviesa un signo indica el significado opuesto del signo. 
Se escribe: 


()a<b, (2) афь, (3)a=b, (4) аЬ, (5)a=b, (6) apb. 


Insertar entre los siguientes pares de números el signo adecuado: <, > о =. 


(1) 3.2 

(2) –4.2 

Solución: 
Se escribe a < b si b — а es positivo, a > b si b — а ès negativo y a = b si b — a = 0. Entonces ` 


(3) 3.2.7 (5) 3 
-8 (4) — (6) 


(1) 3>-9, (2) -4>-8, (8) 32>7, (4) -5<3, (5) 3'=9, (6) –= < ғ/2. 


Demostrar: Sia<byb<c,esa<c. 


Solución: 


Por definición, а < b y b < с significan que с — b es positivo y que b — a también lo es. Como la suma 
de dos números positivos es positiva, 


(b-a) + (с– Б) = с-а 
ез positivo. Así que, por definición, а < с. 


Demostrar: Si a < b, entonces a+ c < b + c. 
Solución: 


Obsérvese que 
(b+c)=la+c)=b=a 


que, por hipótesis, es positivo. Entonces а + с < b + с. 


Escribir las siguientes relaciones geométricas entre números reales con la notación de las des- 
igualdades: 


(1) y está a la derecha de 8. (3) x está entre —3 y 7. 
(2) z está a la izquierda de 0. (4) w está entre 5 y 1. 
Solución: 


Recuérdese que a < b significa que a está a la izquierda de b sobre la recta real. De acuerdo con esto, 
(1) y > 80 también 8 < y. 

Q) 2<0. 

(3) —3 <x yx < 7, о más brevemente, —3 < x < 7. 

(4) 5> шуш > 1,0 bienw < 5у1 < и. O también 1 < w < 5. No es costumbre escribir 5 > w > 1. 
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1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


CONJUNTOS DE NUMEROS [Cap. 3 


Dar la definición precisa de la función valor absoluto, es decir, definir lx). 


Solución: 


zsiz=0 


Por definición, |z} = dz чеге, 


Dado |x| <0. Averiguar х. 
Solución: 


Téngase en cuenta que el valor absoluto de un número es siempre no negativo, es decir, que para todo nú- 


mero х, |х| = 0. Por hipótesis, |x| = 0; por tanto, |х| = 0. Por consiguiente, х = 0. 


Calcular: 

(1) 8—5] (6) |-8j + 13—11 

(2) |-3+5| (7) (2-5) — 147] 

(3) |-3—5| (8) 13 + l-1- 4! — 3 - -8| 
(4) |-2|- 1—61 (9) |]-2|— 

(5) (8711-8! (10) 11-811 í 

Solución: 

(1 18-5] = 1-21 = 2 

(2) |-3+5| = [2] = 2 

(8) 1-35] 1-8 8 

(4) |21 1-6] = 2-6 = —4 

в) [87] 1-81 - l-5] = 4-5 = -1 

(6) |-8/ + [8-1] = [-8] |2] ="8+2 = 10 

(1) 25] - 4—11 1-31 — 1-31 

(8) 13+/-1-4|— 1-81 = 13 1 = 13+5—3-8 = 7 
(9) 11—21— 1-61 = [2=8] = || = 4 

(20) [1-51] = 1-51 = 5 


Escribir de manera que х quede sola entre los signos de desigualdad: 


(1) 3<z-4<8 jt} (3) -9 < 3x < 12 (5) 3<2x-5<7 

(2) -1<2+3<2 (4) —6 < –2= < 4 (6) -7 < -27 +3 < 5 

Solución: 

(1) Por Ру, súmese 4 а cada lado de 3 < х — 4 < 8 para tener 7 < х < 12. 

(2) Por Py, sumar —3 a cada lado de —1 < x +3 < 2 para tener —4 < x < — 1. 

(3) Por Pa, multiplicar cada lado de —9 < 3x < 12 por 4 y se tiene —3 < x < 4. 

(4) Por Ps, multiplicar cada lado de —6 < —2x < 4 рог —¿ invirtiendo las desigualdades, resulta 
2 «х3 

(5) Sumar 5 a cada lado de 3 < 2х — 5 < 7 con lo que resulta 8 < 2х < 12. Ahora multiplicando por 4 se 
tiene 4 < x < 6. 

(6) Sumar —3 a cada lado de —7 < —2х + 3 < 5 con lo que se obtiene —10 < —2x < 2, Ahora multipli- 


cando por —4 se invierten las desigualdades y resulta —1 < x < 5. 


Escribir sin el signo de valor absoluto: 


0 
Sol 
а) 


(2) 
(3) 


|А <3, (2) [2—2] <5, (8) [2+3] <т. ds 
lución: 


=3<x2<3 
—5<2-2<65 о -3<=<7 
—7<20+3<7 о -10<22<4 о —5<x<2 
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16. 


Escribir con el signo de valor absoluto: (1) —2 < х < 6, (2)4 < х < 10. 
Solución: 


Nótese primero que se escribe la desigualdad de modo que un número y su negativo aparecen en los extre- 
mos de la desigualdad. 


(1) Sumar —2 a cada lado de —2 < х < 6 y resulta 


—4<х-2<47 


lo que equivale a 
к= 21-<4 
(2) Sumar —7 a cada lado de 4 < х < 10 y resulta 
-34x—7<3 
que equivale a 
k=1|<3 
17. Insertar el símbolo adecuado, = о =, entre los siguientes pares de números: 
()1...-7, (2) –2...—9, (3) 22...8, (4) 3...7, (5) 32...9, (6) 32...11. 
Solución: 
Téngase en cuenta que а = b es cierto si a < b o зї а = b, y que a = b es cierto sia > b o si a = b. 
(1) La —7, ya que 1 > —7, 
(2) –25 –9, pues -2> —9. 
(3) Tanto 2° <8 como 2? == 8 son ciertos, ya que 22 = 8. 
(4) 37, puesto que 3 < 7. 
(5) Tanto 32 == 9 como 3? = 9 son ciertos, porque 3? = 9. , 
(6) 3%= —11, porque 3? > —11. 
INTERVALOS 
18. Escribir los intervalos siguientes en forma constructiva conjuntista: 
0) M=<[-3, SL 0) 5 = ]3, 8L (3) 7= [0, 4], (4) W=]-7, —2]. 
Solución: 
Recuérdese que el corchete invertido significa que el extremo no pertenece al intervalo; y que el'corchete 
significa que el extremo pertenece al intervalo. Así, pues: 
М = (| -3=2<5) 
5 = 42| 3<<8) 
T = {| 0=z=<4) 
W=(|-1<x=-2 
19. Representar los intervalos R=]-1,2], $ = [-2, 2[, Т = ]0, 1[ y W = [1, 3] sobre la recta real. 


Solución: 
Para representar А, señálese primero cada extremo suyo —1 y 2 con un círculo: 


А i 0 o + 1 
4 за -2 a o 1 2 з H 


Como el extremo 2 pertenece a R, repintar el circulo que rodea el 2: 


+ D + + + 
ЕН -3 -2 a o 1 2 3 Н 


Por último, repíntese la recta entre los extremos: 


Representación de R 
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De la misma manera, 


o 1 2 з 4 


Representación de $ 


+ 
- -3 -2 a o 1 2 3 4 


Representación de Т 


7 + + + eeo - - — 
a -3 -2 -1 o 1 2 3 4 


Representación de W 


20. Dados los números reales a y b, a < b, construir el diagrama lineal de los cuatro intervalos Ja. b[, 
[a, Б), Ja, b] y [a, eL. 
Solución: 
El intervalo abierto Ja, 5[ es un subconjunto de los dos intervalos semiabiertos [а, b[ y Ja, b] que, a su 
vez, son subconjuntos del intervalo cerrado [a, 5]. Así, pues, 


/ ps 
lo. 5] (а. bf 
Ja. A 
21. Scan A=(x|x<3) B = {x |x =2}, C = {x |x = 1} y D = {x |x > —1). Representar los 


conjuntos sobre la recta real y escribir luegc '>s conjuntos en notación de intervalos. 
Solución: 


Los conjuntos son todos intervalos infinitos. Enciérrese con un circulo el extremo y dibújese una semi- 
rrecta dirigida hacia el lado del extremo en que está el conjunto, como se muestra en seguida: 


- -3 -2 -1 0 1 2 3 4 


- -3 -2 -1 o 1 3 4 
B 
Ez-_ _ 9 > e 
a -3 -2 -1 o 1 2 3 4 
с 
o AAA 
- 3 -2 -1 0 1 2 з 4 
р 


Соп la notación de intervalos, los conjuntos se definen así: А = ]— оо, 3[, В = [2, о[, С = ]-%. 1] y 
D = 1-1, [| Nótese que se usa corchete al revés del lado del simbolo de infinito. 


OPERACIONES CON INTERVALOS 


22. Sean A=[-3, 1[ y B=[-1, 2]. 
(1) Representar A y B sobre la misma recta real. 
(2) Mediante (1), representar A U В, A N B y А — В sobre rectas reales. 
(3) Escribir A U B, A N B y A — B en notación de intervalos. 
Solución: 


(1) Sobre la recta real, rayar A con trazos inclinados a la derecha (////) y rayar B con trazos inclinados a la 
izquierda (NW: 


a -3 2 2 o 1 2 3 4 


A y В rayados 
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(2) 4 U B contiene los puntos de cada intervalo, esto es,.los puntos rayados en la figura: 
= Eo a 1 o Н 2 Н H 
A U B lo repintado 


А N B contiene solamente los puntos que están tanto en А como en В, o sea los puntos cubiertos con doble 
rayado: 


A Г\ B lo repintado 
A — B contiene los puntos de А que no están en B, o sea los puntos rayados con //// pero fuera del doble 
rayado: 


— e + 


-4 -3 -2 -1 ° 1 Н 3 4 


G) Los gráficos anteriores indican que A U В = [-3,2 A N B = [-1, My 4—B=[-3,1L. 


¿En qué casos la unión de dos intervalos disjuntos es un intervalo? 


бошо 

Primeramente, el extremo derecho de uno de los intervalos debe ser el extremo izquierdo del otro. En se- 
gundo lugar, en el extremo común uno de los intervalos debe ser cerrado y el otro abierto. Por ejemplo, sean 
М = [-3, 4[ y N = [4, 7[. El extremo derecho de М es el extremo izquierdo де N; y M es abierto en 4 en 
tanto que N es cerrado en 4. M U N = [-3, [y MAN = Ø. 


Dibujar sobre la recta real y escribir el conjunto que resulta en notación de intervalos: 
(а) (= | х=—1) N {z | -3<xr<2) (d) {x | -2<x=3) о {x |=<1) 


(0) (2 | 2<2) U {x | 220) (e) (21| -8=2=0) п {z | -2<2<3) 
(0) (2|-3<2=1) п (е |> 2) 
Solución: 


En cada caso, representar el conjunto de la izquierda con trazos //// y el de la derecha con trazos WN. 


(а) 


La intersección abarca los puntos doblemente: rayados, o sea el conjunto [—1, 2[. 


(b) е A A A A A A аы нык E SOS SS 


- -3 -2 чї ° 1 2 3 4 


La unión consta de todos los puntos rayados; éstos forman el conjunto ]— 20, со[, toda la recta real. 


A A A — ААННЬА 


- -3 -2 -1 ° 1 2 3 4 


La intersección es el conjunto vacío, ya que no hay puntos con doble rayado, es decir, no hay ningún pun- 
to que esté en ambos intervalos. 


(a) 


La intersección es el conjunto de puntos con doble rayado, es decir, el conjunto ]—2, 0] 
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CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


25. 


27. 


Decir- cuáles de los conjuntos que siguen son acotados о no acotados. 


(a) {x | <3) (9) (2 | x es potencia positiva de 2) 

(0) (1,3,5,7, ...) @) (2,5205, 001] 

(с) (21%, 374, 5, 0, 8") (0 (1,-1, 1/2, —1/2, 1/3, -1/3, 1/4, ...) 
Solución: 


(а) Este conjunto no es acotado, pues hay números negativos cuyo valor absoluto es arbitrariamente grande. 
De hecho, este conjunto es un intervalo infinito ]— оо, 3[, que no puede estar contenido en un intervalo finito. 

(6) Este conjunto, el de los números impares, no es acotado. 

(с) Aunque los números de este conjunto son muy grandes, el conjunto es acotado, sin embargo, porque es 
finito. Se le puede acotar соп el número mayor. 

(a) El conjunto de las potencias positivas de 2, que son 2, 4, 8, 16, ..., es un conjunto no acotado. 

(е) Сото este conjunto contiene solamente los dos números 2 y 5, es acotado. 

(0) Si bien еп este conjunto hay un número infinito de números, el conjunto es acotado, ya que ciertamente se 
contiene en el intervalo [—1, 1]. 


Si dos conjuntos W y V son acotados, ¿qué se puede decir de la unión y de la intersección de estos 
conjuntos? М” 
Solución: 

Tanto la unión como la intersección de conjuntos acotados son acotadas. 


Si dos conjuntos К y S no son acotados, ¿qué se puede decir de la unión y de la intersección de 
estos conjuntos? 
Solución: 

La unión de А y S debe ser no acotada, pero la intersección de R y S podría ser ya acotada, уа по 
acotada. Por ejemplo, si К = ]— оо, 3[ y S = [-2, col, la intersección de estos intervalos infinitos es el inter- 
valo finito y, por tanto, acotado, [—2, 3[. Pero si R = ]3, о[у S = [—2, oo, la intersección resulta infinita 
y, por tanto, no acotada; es el intervalo ]3, со[, 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


28. 


29. 


3. 


32. 


Entre lo que sigue decir qué es cierto y qué es falso: 


Oreg (8) -36 N (5) eP (7) -5e Z (9) 15e P (11) 2/30 Z 
(2) 30Z (4) у-1‹@' (6) Уем (8) VB e R (10) Veg (12) 2.9 


Hacer un diagrama lineal de los conjuntos. R, Z, Q' y Р. 


Entre los conjuntos R, О, 0', Z, N y Р, ¿cuáles no son cerrados respecto de las operaciones de (1) multiplicación, 
(2) división (excepto por 0)? 


Dados los conjuntos 4 
B 


ca 
¿cuáles de estos conjuntos son cerrados respecto de la operación de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación? 


Entre lo que sigue, decir qué es (a) siempre cierto, (Б) cierto a veces, (с) nunca cierto. Aquí es a + 0 y b #0. 


U) dez, beQ y a=ben. (5) аеР, beP у a+beP. 
(2) acP,beQ' у abeQ. (6) aeN,beQ' y a+beQr 
(8) aeN, beZ y abeZz. (б) asz,beQ y afbeN. 
(4) AEN, bQ y abeg (8) acP,beZ y Бае 0. 
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DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


33. Escribir las afirmaciones siguientes con la notación de orden: 
(1) x no es mayor que y. (3) r no es menor que y. 
(2) El valor absoluto de x es menor que 4. (4) r es mayor o igual que t. 


34. Entre los siguientes pares de números insertar el simbolo correcto: <, > o =, siendo x un número real cual- 


quiera. 
(1) Sis (8) 2..-.8 m) -T 
(2) |æ. (1 (8) -2....—5 


35, Escribir las relaciones geométricas entre los números utilizando la notación de las desigualdades: 
(1) a está a la derecha de b. (2) x está a la izquierda de y. (3) r está entre —5 y —8. 


36. Calcular: 


а) м-1| (131 — 1-51 (т) 13-8] - [2-1] 

(2) |-4-1| (5) 12—31 + |-61 (8) 11-81 — 1-91 | 

(3) |-4+1| (6) |-2}+ 1—5 (9) 1126] — 01-911 
37. Escribir de modo que х quede sola entre los signos de desigualdad: 

0) -2<х-3<4 (8) —12 < 4: < –8 (5) -1 < 2z—3 < 5 

(2) -5<x+2<1 (4) 4 < —25 < 10 (6) -3< 5-2: <7 


38, Escribir sin el signo de valor absoluto: 
1) le] <8, (2) læ— 3} < 8, (3) 122 +4| < 8. 


39. Escribir con el signo de valor absoluto: 
(ш -3< £% 9, (2) 22 = 8, (3) 7<x<- 


40. Demostrar Ps: Si а < b y с es negativo, entonces Бе < ac. (Nora: Se да por sentado que el producto de un nú- 
mero negativo y un número positivo es negativo.) 


INTERVALOS 
41. Escribir los siguientes intervalos en forma constructiva: 

A=[-3,1, B= [12] C=]-1,3), D=]-4,2. 
42. Entre los conjuntos del Problema 41, ¿cuál es (1) un intervalo abierto, (2) un intervalo cerrado? 
43. Representar los conjuntos del Problema 41 sobre la recta real. 
44. Escribir los siguientes intervalos infinitos con la notación de intervalos: 

R=dr|222, S = {л|х>-1}, T = {zr | :<-3). 

45. Representar los conjuntos del Problema 44 sobre la recta real. 
46. Scan A = [-4,2[, B = ]—1,6[, С = ]-oo, 1]. Hallar y escribir con notación de intervalos 


а) AUB (8) А-В (5) AUC a-c (9) BUC an B=C 
(2) ANB (4) B-A (6) ANC (8) C-A (10) Вас (12) С-В 


NJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


47. Escribir cada uno de los siguientes conjuntos en forma tabular y decir cuáles son acotados y cuáles no acotados. 


E = te | ž= (1/n), we N} G=( 
F = {= | 2= 3, пем) `- 


48. ¿Son las afirmaciones siguientes (a) siempre ciertas, (5) a veces ciertas, (с) nunca ciertas? 


(1) Si A es finito, A es acotado. (3) Si A es un subconjunto de [—23, 79], A es finito. 
(2) Si A es infinito, A es acotado. (4) Si А es un subconjunto de [ —23, 79], A es no acotado. 
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28. 
29. 


45. 


CONJUNTOS DE NUMEROS [CAP. 3 
Respuestas a los problemas propuestos 


(1) Е, (2) У. 13) Е, (4) Е, (5) У. (6) У. 47) У. 18) Е, (99 F, (10) V, (1D) F, (12) V 


R 
27 “а 


(0 Фул (2) 0,2, МУР. 
(0 вус (2) С. B) 4, ВУС. 


(1) Cierto a veces. (3) Siempre cierto. (5) A veces cierto. (7) А veces cierto. 
(2) Nunca cierto. (4) Nunca cierto. (6) Siempre cierto. (8) Siempre cierto, 


Arby Q)ij<s (3) ту (0 т 

Ma @> (= w< 6< (6)< D< (> 

1D a>horb<a (2) х<у (3) -8<r<-5 

(M3 зп 4813 (0-2 Т (66 (M4 (8)6 (9) 4 


п) 1<x<7 (8) -3 < x < -2 (5) 1<2<4 
(2) -1<x<-1 (4) -5<x<-2 (6) =1<2<4 


(2 -5<x< 11 (38) -6<r<2 


<6 (0) 12—51 (3) і=+41<3 


Como а < b, b — a es positivo. Сото с es negativo, el producto (b — а)с = bc — ас es también negativo; luego 
ac — bc es positivo, es decir, be < ac. 
А = (1-3 С =: -1<= 
В = {=} 1% D = (5) -4<2<2) 
D es un intervalo abierto y В es un intervalo cerrado. 
——+ 
ч озо - 2 о 1.2.3.4 AS 
А 1о repintado C lo repintado 
- 4 A 
а зв e з {4 а 22-1 0010203 
В ло repintado D іо repintado 
R=]-0,25=]-1, o(, T = ]-%, –3. 
E SS 
-4 -3 -2 a о 1 2 3 4 
R lo repintado 
р —————- 
-3 -2 a 0 1 2 3 4 
S lo repintado 
4—0 + + + 
- == -2 -1 в 1 Н 3 4 
T lo repintado 
AUC=]-%,2{. BUC=]-w, 6[. 
ANC=[-4,11. ВПС = ]-1,1) 
A=C=]1,2[. B- C= Ji, 6. 
С-А=]-®,-4[. C- В = ]-=,-1]. 
Acotado. G= Acotado. 
). No acotado. H= ,2574, 2575}. Астай. 
(1) Siempre cierta. (2) Cierta a veces. (3) Cierta a veces. (4) Nunca cierta. 
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Capítulo 4 


Funciones 
DEFINICION DE FUNCION 


Si a cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder de algún modo un elemento único 
de un conjunto B, se dice que esa correspondencia es una función. Denotando esta correspondencia 
por f, se escribe 
S:A=.B 
que se lee «f es una función de А en В». El conjunto A se llama dominio de definiciónt de la función f, 
y В se llama соботіпіо { de f. Por otra parte, si a e A, el elemento de В que le corresponde a a se llama 
imagen de a y se denota por 
E fa) 
que se lee «f de а». 
He aquí unos cuantos ejemplos aclaratorios de funciones. 


Ejemplo 1-1: Sea f el hacer corresponder a cada número real su cuadrado, esto es, para cada número real 
х sea f(x) = х?. Dominio de definición y codominio de f son ambos los números reales, de 
modo que se puede escribir: 

Sf:R=R 


La imagen de —3 es 9; se puede escribir también 0—3) = 9, о f: -3 = 9. 

Sea f el asignar a cada país del mundo su ciudad capital. Aquí el dominio de f es el conjunto 

de paises del mundo; el codominio de f es el conjunto de ciudades capitales del mundo. La 

imagen de Francia es Paris, o sea que fFrancia) = París. 

Ejemplo 1-3: Sean А = (a, b, с, d} y В = (a, b, с). Definase una función f de A en В por la corresponden- 
cia fla) = Б, ДЬ) = с, fic) = с y fid) = Б. Según esta definición, la imagen por ejemplo 
de b es c. 

Ejemplo 1-4: Sea A = {—1, 1). Sea f la función que hace corresponder a cada número racional de R el 
número 1, y a cada número irracional dè R el número —1. Entonces f: А — А, y f se defini- 
ría concisamente: 


Ejemplo 1- 


Д] 


Г si x es racional 
—1 si х es irracional 


Ejemplo 1-5: Sean А = (а, b, с, d) y B = (x, у, 2). y f: А > Bla definida por el diagrama 


+ En lo sucesivo se dirá simplemente dominio en vez de dominio de definición cuando no haya peligro de confusión 

{ La nomenclatura más generalizada hoy en día es ésta: 

Dados dos conjuntos A, de «partida», у B, de «llegada», se llama función f de A en В, lo que se escribe f: A— В, una re- 
lación que vincula a un elemento хє А un elemento único ye В. Este elemento y є В se dice que «corresponde» al x€A y 
se Пата imagen del х рог la función f. cosa que se indica escribiendo y = f(x). 

El conjunto X de los elementos x e А que tienen imagen en В se llama dominio de definicic 
X C А; en caso de ser X = A se dice que la función es una aplicación de A еп В. 

El conjunto Y de los elementos y e В que son imagen de elementos х £ А se llama dominio de imágenes de la función f y es cla- 
ro que Y C B; si В es un conjunto de números se dice con preferencia que Y es el dominio de valores de f. 

Dominio de definición es, pues, lo que se llama dominio, a secas, en las obras inglesas (domain); y conjunto de llegada 
es allí el codominio (co-domain), en tanto que el dominio de imágenes o de valores es el llamado «ámbito» (range) en estos li- 
bros. Las funciones inyectivas se decían antes biunivocas (one-one), calificación hoy abandonada por no corresponder biunivoca 
а un sustantivo, lo que si ocurre con inyectiva, que corresponde a inyección: las sobreyectivas se llamaban funciones sobre (onto). 
con el mismo inconveniente. La nomenclatura expuesta en esta nota es bourbakista y es recomendable por su precisión. No obs- 
tante, téngase en cuenta lo dicho aquí al leer obras inglesas o alemanas anteriores a 1955. La palabra aplicación, por ejemplo, 
la usan algunos indistintamente con la palabra función; otros reservan función para las aplicaciones numéricas. 


45 


de la función f y es claro que 
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Obsérvese que las funciones de los Ejemplos 1-1 y 1-4 vienen definidas por fórmulas característi- 
cas. Pero no siempre tiene que ser así, por lo que se ve en los otros ejemplos. Las reglas de correspon- 
dencia que definen las funciones pueden ser diagramas como en el Ejemplo 1-5, pueden ser geográficas 
como en el Ejemplo 1-2, o bien, cuando el dominio es finito, la correspondencia puede ser enunciada 
para cada elemento del dominio, como ocurre en el Ejemp › 1-3. 


APLICACIONES, OPERADORES, TRANSFORMACIONES 
Si A y В son conjuntos en general, no necesariamente conjuntos de números, se dice por lo común 
que una función f de A en В ез una aplicación de 4 en В; y la notación 
f:A=>B 
se lee entonces «f aplica А en В». Se puede simbolizar también una aplicación, o función, fde A en B por 
ALB 


o por el diagrama Ей. 


Si dominio у codominio de una función f son el mismo conjunto, por ejemplo, 
А-А 


es frecuente entonces llamar a f operador o transformación sobre А. Como se verá Juego, los operadores 
son casos espectales importantes de funciones. 


FUNCIONES IGUALES 


Si f y g son funciones definidas en el mismo dominio D y si fla) = g(a) para todo a e D, entonces 
las funciones / y g son iguales y se escribe 
Jag 
Ejemplo 2-1; Sea f(x) = х?, siendo x un número real, Sea g(x) = 
tonces f no es igual a g, pues tienen dominios diferentes. 
Ejemplo 2-2: Sea la función f definida por el diagrama 


Sea ahora una función y definida por la fórmula g(x) = x?, siendo el dominio de g el con- 
junto (1, 2). Entonces f = g, pues ambas tienen el mismo dominio de definición y tanto f 
como g asignan la misma imagen a cada elemento del dominio, 
Ejemplo 2-3: Sean f: А — R y g : К — R. Supóngase que / está definida por fix) = 
20) = y”. Entonces f y g son funciones iguales, es decir, f =g. Obsérves 
plemente variables mudas en las fórmulas que definen las funciones, 


iendo х un número complejo, En- 


y que g lo está por 
e que x су son sim- 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION+ 


Sea f una aplicación de A en В, es decir, sea f: А + В. No es preciso que todo elemento de B sea 
imagen de un elemento de А. Ahora bien, el conjunto de los elementos de В que son imágenes de un 
elemento de А por lo menos, se llama dominio de imágenest de f. Se simboliza el dominio de imágenes 
de f: A=>B por Ы 

FA) 


Es de observar que f(4) es un subconjunto de В. 


Ejemplo 3-1: Sea la función f: R— А definida por la fórmula f(x) = х?. El dominio de imágenes de f 
es el conjunto de los números positivos у el cero. 


Ejemplo 3-2: Sea f: A — В la función del Ejemplo 1-3. Entonces f(4) = {b, с} 


+ Cuando el codominio es un conjunto de números se dice con preferencia dominio de valores. 
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FUNCIONES INYECTIVASt 


Sea f una aplicación de A en В. Entonces f se dice inyectiva si elementos distintos de В correspon- 
den a elementos distintos de A, es decir, si dos elementos distintos de A tienen imágenes distintas. Dicho 
brevemente, f: А — В es inyectiva si f(a) = f(a') implica а = а’, o lo que es lo mismo, si a + а' im- 
plica fía) + fla"). 

Ejemplo 4-1: Sea la función f: R —> R definida por la fórmula f(x) = x?. f по es inyectiva, pues Д2) = 
Л\—2)`= 4, o sea que dos números reales diferentes, 2 y —2, tienen la misma imagen, el nú- 
mero 4. 


Ejemplo 4-2: Sea la función f: R — R definida рог 1а fórmula Дх) = x”. f es una aplicación inyectiva 
puesto que los cubos de dos números reales distintos son distintos ellos mismos. 

Ejemplo 4-3: La función f que asigna a cada país del mundo su ciudad capital es inyectiva, ya que países 
distintos tienen capitales diferentes, es decir, ninguna ciudad es la capital de dos países di- 
ferentes. 


FUNCIONES SOBREYECTIVASt 


Sea f una función de A en В. El dominio de imágenes f(4) de la función f es un subconjunto de B, 
esto es, ДА) С В. Si f(A) = В, es decir, si todo elemento de В es imagen de al menos un elemento de 
A, se dice entonces que «f es una función 3obreyectiva de A еп В» o que f es una función de A sobre B», 
o bien que «f aplica A sobre B». 

Ejemplo 5-1: Sea la función f: А —> А definida por la fórmula f(x) = х2. f по es sobreyectiva porque los 
números negativos no aparecen en el dominio de imágenes de f, esto es, ningún número ne- 
gativo es cuadrado de un número real. 

Ejemplo 5-2: Sea f: A— В la función del Ejemplo 1-3. Nótese que f(A) = (b, с}. Como В = (a, b, с}, 
el dominio de imágenes de f no es igual al codominio, es decir, f no es sobreyectiva. 

— В la función del Ejemplo 1-5. Nótese que 

ҚА) = (yd = В 
esto es, que el dominio de imágenes de f es igual al codominio B. Así, pues, f aplica A sobre 
В, о sea que f es una aplicación sobreyectiva. 


Ejemplo 5-3: 


FUNCION IDENTICA 

Sea A un conjunto cualquiera. La función f : A > A, definida por fla x, o sea la función f que 
hace corresponder а cada elemento de A el mismo elesnento, se Пата función idéntica o transformación 
idéntica sobre A. Se la denota por 1 o también рог 14 


FUNCIONES CONSTANTES 


Una función f de A en B se llama función constante si а cada elemento de А se le asigna el mismo 
elemento b є В. O dicho de otro modo: f : А > В es una función constante si el dominio de imágenes 
de f consta de un elemento solamente. 


Ejemplo 6-1: Sea fla función definida por el diagrama 


yA 


J no es entonces una función constante, pues el dominio de imágenes consta de los dos ele- 


mentos 1 y 2. 


Ejemplo 6-2: Sea fla función definida por el diagrama 
Гез una función constante, puesto que 3 se le hace corresponder a todo elemento de A 


+ Véase nota preliminar. 
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^ 


Ejemplo 6-3: Sea f: R- А definida por la fórmula flx) = 5. / es una función constante, ya que a todo 
elemento le corresponde 5. 


FUNCION PRODUCTO COMPOSICION 


Sea f una función de A en B y sea g una función de В, el codominio de f, en C, como se ilustra en 


seguida: 
E с 
å 


Sea a e A; su imagen f(a) está en B, que es el dominio de definición de g. De acuerdo con esto, se puede 
encontrar la imagen de f(a) por la aplicación g, es decir, se puede hallar 2(/(а)). Asi se tiene, pues, que 
a cada elemento a є A se hace corresponder un elemento #(/(а)) є С. En otras palabras, se tiene una fun- 
ción de A en С. Esta nueva función se Пата función producto composición, o simplemente función pro- 
ductot de f y g y se denota por 


(0°) о (07) 
Más brevemente, si f: A + B y g: В — С, se define una función (g - f): A — С рог 
(0° fía) = 0(/(а)) 
Se usa aquí = para significar «igual por definición». Ahora se puede completar el diagrama: 


Ejemplo 7-1: Sean f: A — B y g : B — C definidas por los diagramas 
A А В 9 С, 


24 


Calculando (g o /): А — С por la definición 
(Wena gua) = gm 
Wob = Ф) = 00) 
(9° /)(с) = geh = gn = t 

Nótese que la función (g  /) es equivalente а «seguir а fecha» desde А а С en los diagrafnasi 

de las funciones / y g 


и 


=r 


Ejemplo 7-2: А cada número real hágasele corresponder por f su cuadrado, es decir, sea f(x) = х?, Ahora 
a cada número real hágasele corresponder por g ese mismo número más 3, es decir, sea 
Ы g(x) =.x + 3, Entonces 
(79 002) = Hol2) = 165) = 25, 
(022) = 2000) = 040) = т 
Nótese que las funciones producto (g = f) у (7 g) no son la misma función. Calculando una 
fórmula general para estas funciones producto resulta 


(лед) = fo) = Л Е З) (а В) = a+ Gr +9 
(9° Me = guia) gl) >: 043 
Observación 4-1: Sea f: А -> В. Entonces 
ей ЕТ. Фф а 


о sea que el producto de cualquier función! y la función idéntica es la función 
misma, 


+ O función compuesta, preferentemente, 
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ASOCIATIVIDAD DE PRODUCTOS DE FUNCIONES 


Sean f: A>B,g:B=C y h: C — Р. Entonces, como se muestra en la Fig. 4-1, se pueden for- 
mar las funciones producto (g =f): А > С, y la ho(g ef): A > D. 


¡O= Өд 


ho(g>f) 


Fig. 4-1 


Asimismo, como se ilustra en la Fig. 4-2, se puede formar la función producto h og: B > D y luego 
la función (hog)of: A > D. 


EO 
Ei de A 
Кы бейеу e > 


Fig.4-2 


Ambas л = (g > f) у (h° g) of son funciones de А en D. Un teorema fundamental sobre las funciones 
afirma que estas funciones son iguales, a saber: 


Teorema 4-1: Scan f:A >B, g:B>C y h:C>D. Entonces 
(hog)of = ho(gof) 
En vista de este Teorema 4-1, se puede escribir 


hogof:A> D 
sin ningún paréntesis. 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION О 10154 
Sea f una función de А en B, y sea b £ B. Entonces la imagen reciproca de b, que se denota рог 
т гч) 
consiste en los elementos de A que están aplicados sobre b, esto es, de aquellos elementos de A que tienen 
a b por imagen. Dicho más brevemente: si f: A — В, entonces 


УЫ), = | zea, Да) = 0) 
Nótese que f”*(b) es siempre un subconjunto de А. Se lee f”* «f recíproca». 
Ejemplo 8-1: Sea la función f: A — B definida por el diagrama 


Entonces f~' (х) = {5, с}, pues tanto b como с tienen а х por imagen. Así también, 
S7* (1) = {a}, ya que solo а se aplica en y. La recíproca de z, f”* (z). es el conjunto vacio 
Ø, ya que ningún elemento de A se aplica en г. 

Ejemplo 8-2: Sea f: R— R, siendo R los números reales, definida por la fórmula f(x) = x?. Entonces 
S7* (4) = (2. —2), puesto que 4 es la imagen de 2 y de —2 y no hay otro númeret real cuyo 
cuadrado sea cuatro. Nótese que f~? (—3) = Ø. ya que no hay elemento de R cuyo cua- 
drado sea —3. 
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Ejemplo 8-3: 


FUNCIONES LEAP. 4 


Sea / una función de los números complejos En los números complejos, estando f definida 


por la fórmula у(х) Entonces / 10-3) = (4/34, —/3 i ya que el cuadrado de cada 
uno de estos números es —3. 


Es de notar que las funciones de los Ejemplos 8-2 y 8-3 son diferentes a pesar de que estén defini- 
das por la misma fórmula 
Generalizando ahora la definición de reciproca de una función, sca f: А > В y sea D un subcon- 


junto de В, es decir, D C B. 


conjunto de los elementos de 4 que se aplican sobre algún elemento de D 


es la reciproca de D por la aplicación f y se denota рог / '(D). Más brevemente: 


Ejemplo 9-1: 


Ejemplo 9-2: 


Ejemplo 9-3: 


+ 


70) = (0 | аА, /(хуе р} 
Sea la función f: A > B definida por el diagrama 
A B 


Аяш (7. 5)) = (y), ya qué solamente у se aplica en r o s. Del mismo modo у”, 1)) = 
dia A, pues todo elemento de А tiene por imagen r o 1. 
Sea f: А ~» А definida por / х2, узса 

[4,9] de 9} 


Entonces 


= (e | 3-20 252 = 9) 


Sea f: A => B una función cualquiera. Aquí f * (В) = A, pues cada elemento de A tiene 
su imagerl ел В. Si /(4) designa el dominio de imágenes de la Гоп 


runan = A pd 


Ademá: 


si be В, entonces 
00) = УЧУ 


Aquí f~" tiene dos sentidos; como reciproca de un elemento de B y como reciproca de un 
subconjunto de B. К, 


FUNCION RECIPROCA 

Sea f una función de'4 en В. En general, /- !(5) puede tener más de un elemento o aún ser el con- 
junto vacío 2. Ahora bien, si f: 4 > В es una función inyectiva y sobreyectiva, entonces para cada 
be В, la recíproca f~ '(b) consta de un solo elemento de А. Se tiene entonces una correspondencia que 
asigna а cada be В un elemento único f~ '(b) de A. Así que, entonces, f * es una función de B en Ду 


se puede escribir: 


ВУ А 


En este caso, cuando f: А — В cs inyectiva y sobreyectiva t, f~? se Пата la función recíproca de la f. 


Ejemplo 10-1; Sea la función f: А + В definida por el diagrama 


A f B 


Nótese que f es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, existe f~}, la función reciproca. Se des- 


cribe f7* : В = A por el diagrama ` 
B pa A 


+ La función f se dice entonces biyectiva. 
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Nótese además que si se ponen las flechas en la dirección opuesta en el primer diagrama 
de f se tiene precisamente el diagrama de f—* 
Ejemplo 10-2: Sea la función f: A > В definida por el diagrama 


A f B 


a 


Como Да) = y y fic) = у, la función f no es inyectiva. Así que la función recíproca /-' 
no existe. Como f~ ' (у) = (a, с} no se pueden asignar a y с al elemento y € В. 

Ejemplo 10-3: Sea f: R — R, definida por f(x) = x°. Nótese que f es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, 
JY: R=R existe. Se tiene ciertamente una fórmula que define la función recíproca, 


у у 


TEOREMAS SOBRE LA FUNCION RECIPROCA 
Sea una función f: A — В que tiene una función recíproca f”': B— A. Se ve entonces рог el 
diagrama 


f fe 


que se puede formar la función producto de composición (77: 27) que aplica А en А, y se ve por el 


diagrama 
Bi ү. я 
e A — мышы 

que se puede formar el producto de composición (/ f~ !) que aplica B еп В. Los teoremas fundamen- 

tales sobre la función recíproca son: 
Teorema 4-2: Sea la función f: А В inyectiva y sobreyectiva, o sea que la función recíproca 
f*:B> A existe. Entonces el producto de composición 
('о]):А > A 

es la función idéntica sobre A, y el producto de composición 
(fof):B=>B 

es la función idéntica sobre B. 

Teorema 4-3: Sean f: A — В y е: В —* А. Si la función producto de composición (g o f): 4 — A es 
la función idéntica sobre A y si (f° g): B > B es la función idéntica sobre B, g es la 
función recíproca de f, es decir, g = f '. 

Ambas condiciones son necesarias en el Teorema 4-3, como se ve en el 
Ejemplo 11-1: Sean A = (x, y) y B = la, b, с). Definida una función f: A > В por el diagrama (a) que 


sigue, кү 
| 
в) ® 


— А por el diagrama (Б) anterior. 
А —› A, se tiene 


definase una función 

Calculando ahora 
ig efir) = gifi) = gie) = х (оош) = 000) = gia) = y 

Por tanto, la función producto (е > f) es la función idéntica sobre A. Pero g no es la función 

recíproca de f porque la función producto (/ g) no es la función idéntica sobre B, ya que 

f no es una función sobreyectiva. 
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Problemas resueltos 


DEFINICION DE FUNCION 
1. En los diagramas que siguen, decir cuándo se define o no una función de А = (a, b, c).en 


Br {x у, 2} | 


ч. i 


ста 4 


m NO 12) 
Solución: 
(1) No. Al elemento Р є 4 no le corresponde nada. 
(2) No. Al elemento се A le corresponden dos elementos, х y 7; y en una función, a un elemento del dominio 
solo le puede correspónder un elemento. 
(3) Sí. En una función bien puede el mismo elemento del codominio corresponder a más de un elemento del 
dominio. 


2. Dar una fórmula para definir las siguientes funciones: 
(1) A cada número real asignarle рог /, su cubo. 
(2) A cada número real asignarle por f, el número 5. 
(3) Hacer corresponder a todo número positivo por f, su cuadrado, y а los otros números rea 
les por / el número 4, Ё 


Solución: 
(1) La Función f, que es una aplicación de R еп R, queda definida por f, (х) 
(2) Como /, atribuye el 5 а cada número, se puede definir por f} (х) = 

(3) Ya que hay dos correspondencias diferentes para definir fy, se define f asi: 


RES k siz>0 


siro . 


3. ¿Cuál de los enunciados que siguen es diferente de, los otros y por qué? 
(1) fes una función de A en В. Bl Es X — fix). * (5) fes una aplicación de A en В. 
(2) /:4-.В. (4) ALB.- 
Solución: 


(3) es diferente de los otros, pues по se dice allí cuál es el dominio y cuál el codominio, en tanto que en 
todos los otros se declara que A es el dominio y que В es el códominio. 


<x 8 por f(x) = x?, averiguar 


4. Definida una función en el intervalo cerrado — 
(0) д) (2) 6—3), (3) Ле — 3). 

Solución: 

(1) 114) = 42 = 16. = 
(2) /\—3) carece de sentido, es decir, по está definida porque зно ên 0 AA 


(3) Л 3) = (1 — 3) = 2 — 61 + 9. Pero esta fórmula es cierta solamente cuando г — 3 pertenece al do- 
minio, es decir, cuando —2 = 1 — 3 <8. O sea que г debe cumplir 1 <1<11. 


5. Sea la función f: R — А definida por 


Ma) = 


1 six es racional 
=1 si х су irracional 


(а) Expresar f verbalmente. (b) Hallar /4). f(z), /02,1313...) y (/D). 


Solución: 
(а) La función f asigna el número 1 a todo número racional y el número —1 a todo número irracional. 
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(h) Como } es racional, fi}) = 1. Siendo x irracional. f(x) = —1. Como 2.1313... es un decimal periódico, 
que representa un número racional, (2.1313... .) = 1. Y сото /2 es irracional, fi/2) = —1- 


6. Sea la función f: R — R definida por 


Ҳа) = 


(2x + 
-į u 
Hallar (a) /(2), (b) 704), (е) f D, б; 
Solución: 


(a) Сото 2 pertenece al intervalo cerrado [—2, 3] vale la fórmula f(x) = x? — 2. Así que 2) = 2° — 
4-2=2 


(h) Сото 4 pertenece a (3. о). vale la fórmula f(x) = 3x — 1. Asi que f(4) = 314) — 1 = 12 - 1 = 11. 


(e) Como —1 está en el intervalo [—2..3), se aplica la fórmula f(x) = x? — 2. Hecho el cálculo, f(—1) = 
(-IP-2=1-2=-I, = 


(d) 


Siendo — 3 menor que —2, —3 pertenece al ] ж, —2[ y se aplica la fórmula f(x) = 2х + 3. Asi que enton- 
ces fI-3) = A-3) +3 = -6+ Y= —3. 

Nótese que solamente se ha definido una función f aunque se utilicen tres fórmulas para definir a f. No se 
ha de confundir-fórmulas con funciones. 


7. Sean los conjuntos A = 
les son? 
Solución: 


Representando con diagramas todas las funciones posibles de A en В se tiene asignando а cada elemento 
de A el 1 o el 0, pero no los dos: 


a, b, c} у B = {1, 0}. ¿Cuántas funciones diferentes de A en B hay y cuá- 


A (A (5 
г f hu 


Hay ocho funciones. 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION 
8. Sea A = (1,2, 3, 4, 5). Definir una función f : A — А por el diagrama 


Dl 
== 


¿Cuál es el dominio de imágenes de la función f? 
Solución: 


El dominio de imágenes consta de todos los puntos imagen. Como solo los números 2. 3 y 5 son imágenes, 
el dominio de imágenes de f es el conjunto (2. 3, 5). 
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9. Con W = (a,b, c, d}, definase una función fde W en W por f(a) =(a,f(b) = c,f(c) = a, f(d) 
Hallar el dominio de imágenes de la función f: W > W. 


a. 


Solución: 
Como el dominio de imágenes de f es el conjunto de eJementos que son imágenes y solamente a y с apare- 
сеп como imágenes de elementos de W, entonces el dominio de imágenes de / ез (a, с}. 


10. Sean И = {—2, —1, 0, 1, 2) y la función е: V — А definida así 


glx) =*+1 
Hallar el dominio de imágenes de g- 52 


Solución: 
Calculando la imagen de cada elemento de V: 


9») = (2+1=4+1= 


an 


gel) = („+1 = 1+1 
900) (0+1 = 0+1 1 
900) +T 1+1 

902) (2). +1 4+1 


así que el dominio de imágenes (o de valores) de g es el conjunto (5, 2, 1, 2, 5), es decir, el conjunto (5, 2. 1). 


11. Cada una de las siguientes fórmulas define una función de R еп А. Determinar el domini 
res de cada una. K 


(1) Ха) (2) 90 = хал, (3) Ma) = +1 
Solución: 
(1) Todo número real a tiene raíz cúbica real J/a; luego 
Va) = (Var = а 


Es decir, el dominio de valores de f ез todo el conjunto de los números reales. 
| (2) El seno de todo número real pertenece al intervalo cerrado [—1, 1]. O sea que todo número de este inter- 
valo será el seno de algún número real. En consecuencia, el dominio de valores de g es el intervalo [—1, 1]. 
(3) Sumando 1 al cuadrado de todo número real se tiene el conjunto de los números mayores o iguales que 1. 
O sea que el dominio de valores de h es el intervalo infinito [1, со[. 


FUNCIONES IGUALES 
12. Sean las funciones f,, fa, fa. fa de R en А definidas así: * 
(а) hase (0) л) = 2 
| (b) }() =y? (d) fa asignando а cada número real su cuadrado 
Entre estas funciones, ¿cuáles son iguales? 
Solución: 


Todas son iguales entre sí. Las letras son simplemente variables mudas. Cada función asigna el mismo nú- 
| mero a todo número real. 


13. Sean las funciones f, g y h definidas por 
(a) f(x) = 2° donde 0=<x=1 
(b) 9(0) = y? donde 2=у = 8 
(с) №2) = 2 donde ze R 
¿Cuáles de estas funciones son iguales? 
Solución: 


No las hay iguales. Si bien se enuncian las mismas correspondencias, los dominios son diferentes. Así que 
las funciones son distintas. 
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FUNCIONES INYECTIVAS 


14. Sea А = (a, b, c, d, e) y Bel conjunto de letras del alfabeto. Definidas las funciones f, g y h de 
А еп B por: 


(1) а = т, 0) =а, fle) 
(2) gla) =а, 00) 
(3) ма) = 2, А0) = у, №) = =, 0) = y, hle) 


Decir si son о по inyectivas. 


Solu 


Téngase en cuenta que para una función ser inyectiva, distintos elementos del dominio han de tener dis- 
tintas imágenes. 


(1) fno es inyectiva, puesto que asigna г tanto a a como a d, es decir, fla) = fid) = r- 
(2) ges inyectiva. 
(3) h no es inyectiva porque Аба) = Ме). 


15. Entre las siguientes funciones, decir cuáles son inyectivas y cuáles no. 
(1) A cada persona que vive en la tierra asignarle el número de sus años. 
(2) A cada país del mundo hacerle corresponder el númerb de sus habitantes. 
(3) A todo libro escrito por un solo autor, asignarle el autor. 
(4) A todo país del mundo que tiene primer ministro, hacerle corresponder su primer ministro. 


Solució 
(1) Muchas personas tienen la misma edad, así que esta función no es inyectiva. 


(2) Si bien es posible que dos paises tengan la misma población, las estadísticas muestran hoy que esto no es 
asi; asi que esta función es inyectiva. 


B) Dos libros diferentes pueden ser del mismo autor, asi que esta función no es inyectiva, 
(4) Dos paises distintos no pueden tener el mismo primer ministro; la función es inyectiva. 


16. Scan A = [-1,1] = (x]-1 =x <1),B=[1,3]yC = [-3, 1]. Sean las funciones f, : A > R, 
fa: B—> R y fa: C — R definidas así: A cada número le corresponde su cuadrado. ¿Cuáles son 
inyectivas? A = 
Solución: $ 

La función f, : A — R no es inyectiva porque f, (}) = f, (—4), o sea que dos números distintos del dominio 
tienen la misma imagen. 


La función f:B— R es inyectiva porque los cuadrados de números positivos diferentes son 
diferentes. 


Igualmente, f, : С — R es inyectiva porque los cuadrados de números negativos diferentes son diferentes. 


Nótese una vez más que una fórmula por sí misma no define una función. Ya se ha visto que la misma 
fórmula define funciones distintas con propiedades diferentes. 


17. Hallar el intervalo «más amplio» D en que la fórmula f(x) = x? define una función inyectiva. 
- со 


Solución: 


En tanto que el intervalo D contenga bien números positivos, bien números negativos, pero no de ambos, 
la función será inyectiva. Así que D puede ser el intervalo infinito [0, co[ o el ]— оо, 0]. Pueden darse otros 
intervalos infinitos en los cuales f sea inyectiva, pero serian subconjuntos de alguno de estos dos. 


18. ¿Puede ser inyectiva una función constante? тж 
Solución: 


Si el dominio de una función consta de un solo elemento, la función será constante e inyectiva. 
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¿Sobre qué conjuntos A la función idéntica 1,: А —> А es inyectiva? 
Solución: 
4 puede ser cualquier conjunto. La función idéntica es siempre inyectiva 
En el Problema 7 se enunciaron todas las funciones posibles de 4 = (а, b, с} en B = [1, 0). De 
estas funciones. ¿cuáles son inyectivas? 


Solución: 
Ninguna lo es. En cada función. por lo menos dos elementos tienen la misma imagen. 


FUNCIONES SOBREYECTIVAS 


21. 


22. 


25. 


26. 


Sea f : A > В. Hallar f(4). es decir, el dominio de imágenes de /. si / ез una función sobreyectiva. ` 
Solución: 

Si / es sobreyectiva, entonces todo elemento del codominio de f pertenece al dominio de imágenes; así que 
ЛА) = В. 


En el Problema 8, la función f: A — A ¿es sobreyectiva? 


Solución: Я 
Los números 1 y 4 del codominio no son imágenes de ningún elemento del dominio; por tanto, f no es una 
función sobreyectiva. O lo que es lo mismo, (4) = 12, 3, $} es un subconjunto propio de А. 


Sea A = [—1, 1]. De las funciones f, g y h de A en A definidas por: 
(1) Л) = 2, (2) а(х) = x°, (3) h(x) = sen х 
¿Cuál es sobreyectiva, si la hay? 
Solución: ‚ 
(1) Сото en el dominio de valores de f no hay ningún número negátivo, entonces f no es función sobreyectiva. 
(2) La función g es sobreyectiva, esto es, g(4) = A. 
(3) La función h no es sobreyectiva, pues en A no hay ningún número х tal que sen х = 1. 


¿Puede ser sobreyectiva una función constante? 


Solución: 
Si el.codominio de una función f consta de un solo elemento, entonces f es siempre una función constante 
y es sobreyectiva. 


¿Sobre qué conjuntos A será sobreyectiva la función idéntica 1,: A — A? 


Solución: 
La función idéntica es siempre sobreyectiva. asi que A puede ser cualquier conjunto. 


En el Problema 7 aparecen todas las funciones posibles de А = (a, b, с} en B = (1, 0). Entre éstas, 
¿cuáles son sobreyectivas. si las hay? 
Solución: 

Todas las funciones son sobreyectivas menos f, y fs- 


FUNCIONES PRODUCTO DE COMPOSICION 


27. 


Sean las funciones f: A > B y к: В —> С definidas por el diagrama 
A $ B g с 


A ада 
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28. 


29. 


(a) Encontrar la función producto (е +f}: A > С. 
(Б) Encontrar los dominios de imágenes de f. g y g- f. 


Solución: 

la) Mediante la definición de la función producto se obtiene: 
lefa 0а) = yn = 
(ЛШ) = gibh = gía 
led = ие) = gun 


р 
з 
t 
Obsérvese que se llega al mismo resultado «siguiendo la flecha»: 
rt 


bRr>. 
Co yut 


(b) Según el diagrama, el dominio de imágenes de f es (х. y el de g es įr. з, г). Según (и). el dominio de 
imágenes de g = fes {s, 1). Nótese que los dominios de imágenes de е y de g © f son diferentes. 


Sea A = (1, 2, 3, 4, 5) y sean las funciones f : A > A y е: А > A definidas por: 


Қ) = 3, Д2) = 5, /8=3, /4)=1, 5) = 2 
90) = 4, 902) = 1, 9(3) = 1, 004) = 2, 9(5) = 3 


Hallar las funciones producto de composición f: g y g= f. 
` 


Solución: В 
Por la definición de producto de composición de funciones se tiene: 
Gea) = AUN = ЛЯ) = 1 
Pon) = f2) = /1) = 3 
Us 0)(3) = fih) = fU) = 3 
Gega) = HO) = /@ = 5 / 
(/°2)(5) = /(0(5)) = 168) = 3 
Asimismo, 
(0° A) = gifian) = 1 
g ° P2) = guey 3 
(о © P3) = 4(7(3)) 1 
(g e 4) = ga) 4 
(0 ° f5) = gus) 1 


Se ve que las funciones fo g y gof по son iguales. 


Sean las funciones f: R — R y g: R= R definidas por: 
f(z) = 2z+1, g(x) = 2-2 


Dar fórmulas para las funciones producto g -f y f g. 


Solución: 
Calculando primero g - f: R — R y teniendo en cuenta que de lo que se trata esencialmente es de sustituir 
la expresión de f dentro de la fórmula de g. se tiene por la definición del producto de funciones 


(0° fz) = д(/(х)) = у(2х+1) = (274+1)-2 = 4° +4x-1 
Tal vez parezca más familiar el proceso definiendo las funciones азі: 
y = fiz) = 22 +1, 2 = gn = 
y eliminando y de las dos fórmulas: 


7-8, 


= 


2 = (2r-1} -2 = 4r +4r- 1 
Hay que familiarizarse con el primer método. pues es necesario tener en claro que x es solamente una variable 
muda. Calculando ahora f -g : R — R: 

Vegla) = føl) = (4-2) = A-2) +1 = 9—3 
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30. 


з. 


32, 


FUNCIONES [CAP. 4 


Sean las funciones f y g sobre los números reales R definidas por 
Ha) = 22 + 25-3, (х) = 3=—4 


(1) Dar fórmulas рага las funciones producto gof y fo g- 
(2) Verificar las fórmulas mostrando que (g + /}(2) = g(£(2)) y que (f=2X2) = /(202)). 


(Ш (ооа) = alía) = 002" 228—3) = 3(2*+22—3)-4 = 39 +62 13) 
(/°д)(х) = flote) = /(3х—4) = (32 — 4) + 2(3x— 4) = 91—18: +5 
(2) (g ° 7)(2) 3(2) + 6(2) — 13 = 124+ 12-13 = 11 
200) = g% +22 —3) = 9(5) = 35—4 = 11 
(Fo 0)(2) = M2) — 18(2) +5 = 36—36 +5 = 5 
Aa) = (800) — 4) = 2) = 2 + 200) – 3 = 5 


Demostrar: Si f : А — В es sobreyectiva y si g : В — С es sobreyectiva, entonces la función pro- 


ducto (g > f): А — С es también sobreyectiva. 
Solución: 

Sea с un elemento de C. Puesto que g es sobreyectiva, hay un elemento Бе В tal que gí$) = с. Como tam- 
bién f es sobreyectiva, hay un elemento a e A tal que f(a) = b. Pero (g = а) = gUflal) = g) = с. Asi, pues, 
para todo сє С, queda demostrado que hay al menos un elemento a £ A tal que (g = Жа} = < Por consiguiente, 
g ° es una función sobreyectiva. 


Demostrar el Teorema 4-1: Sean f: A — B, 2: В + Су h:C >D; entonces 
(hog)of=h>(gof) 
Solución: 

Las dos funciones son iguales si hacen corresponder la misma imagen a cada elemento del dominio, es 
decir, si 
` (ho д) о ЛС) = (ho (g е (а) 

para todo x є A. Calculando, 

(од) ox) = (ho д)(/(х)) = А9 (702) 
y 

(ho (0 о fía = hilg e f(z) = AGUA) 
Entonces 
` (од) е = kolgof) 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION 


33, 


Sea A = (1, 2, 3, 4, 5}. Dada la función f: А —> A definida por el diagrama 


Hallar (1) f~ (2), (2) 7-13), (3) 7104), (4) £7*(1,2), (5) f*(2,3,4)- 

Solución: 

€l) $7? (2) consiste en los elementos cuya imagen es 2. Solo 4 tiene 2 por imagen, asi que f ' (2) = (4) 
(2) 771 (3) = Ø, pues 3 no es imagen de ningún elemento del dominio. 

(3) £7* (4) = (1,3, 5), pues f(1) = 4, A3) = 4, 15) = 4 y 4 no es la imagen de ningún otro elemento. 
(4) f~ (1.2) es el conjunto de elementos cuya imagen es 1 ó 2; por consiguiente, f * {1,2} = 12, 4). 
15) /71{2,3, 4) = (4, 1, 3, 5), puesto que estos números y solo ellos tienen 2, 3 y 4 por imagen. 
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34. 


35. 


Sea la función f: Ё А definida por f(x) = х2. Hallar: 

(MIOS (2) 774—9), (3) 771—1, 1D, (4) 7 0, 09), (5) £7 ULA, 25). 
Soluci 
(1) 771 (25) = {5, —5). pues f(5) = 25 y /(—5) = 25 y ningún otro número tiene por cuadrado 25, 


(2) f7 (9) = Ø. ya que ningún número real tiene por cuadrado —9, о lo que es lo mismo. la ecuación 
x? = —9 no tiene raíz real 


6) SS (1,1) =[-1, 1) уа que | 


Уб) = x? también pertenece al [—1, 


1. es decir, que si х pertenece al [—1. 1]. entonces 


(4) 771 0] 9,07) = {0}, puesto que 0? = 0с ]— 00.0] y ningún otro número tiene su cuadrado en el ]— 2с. 0]. 


(5) f * ([4, 25]) es el conjunto de números cuyo cuadrado pertenece al [4, 25], es decir. los números х tales 
que 4 = x? = 25. Así, pues, 


178,25) = (12 


<-> 


Sea f: A > B. Hallar f~ '(f(4)), es decir, hallar la recíproca del dominio de imágenes de /. 
Solución: 
Como la imagen de cada elemento de A está en el dominio de imágenes de /. 
S UA) = 4 


en todos los casos. 


FUNCION RECIPROCA 


36. 


37. 


Sean /: А — В y la función recíproca de f. f 
función f. 
Solución: 

La función f debe ser inyectiva y sobreyectiva. 


:В— А. Diganse dos propiedades de la 


Sea W = (1, 2, 3, 4, 5) y sean las funciones f : W И, g: И — W y h: И — W definidas por 
los diagramas siguientes: 


í \ K 


¿Cuál de estas funciones, si las hay, tiene una función recíproca? 
Soluci 

Para que una función tenga recíproca, debe ser inyectiva y sobreyectiva. Solamente A es inyectiva y sobre- 
yectiva; asi que Л. y solamente A, tiene función reciproca. 


Dado A = [-1. 1], sean las funciones fi, fa, fs y fa de A en A definidas por 
пуле) = х?, D х) = х5. BA ‚ (4) falx) = sen fax 

Decir cuáles de estas funciones tienen o no función recíproca. 

Solución: 


(1) fi по es inyectiva ni sobreyectiva: 


si que f, carece de recíproca. 
(2) fyes inyectiva. ya que x + уітріса х® + y. fz es también sobreyectiva. Por tanto. f; tiene función recíproca. 
(8) fx es inyectiva, pero no sobreyecti 


{ por tanto. fa no tiene función recíproca. 


(4) Л tiene función recíproca porque es inyectiva y sobreyectiva 
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FUNCIONES [CAP. 4 


Demostrar: Si f: А > В y g: B> С tienen funciones recíprocas f~! : B>A y !:С— В, 
entonces la función producto de composición g = f: A => С tiene una función recíproca que es 
JOE CPA. 
Solución: 
Según el Teorema 4-3, hay que demostrar que 
WU *og)o(gef = 1 y genre) 


1 


Reiterando la aplicación del Teorema 4-1, la ley asociativa de la composición de funciones resulta 


Pregyogen = Fioleg) =$ elo on 
CO = 1 


Obsérvese que se utiliza la propiedad de que #7' - g es la función idéntica y la de que el producto de 1, la fun- 

ción idéntica, y f es f. Análogamente, 
(0° (07097) = gof ofeg = geif of) eg) 

7196 i a a A 11 


Sea f: R > R definida por f(x) = 2x — 3. Siendo f inyectiva у sobreyectiva, f tiene una función 
recíproca f”*: К — R. Hallar una fórmula que defina la función recíproca f”*. 


Solución: 
Sea y la imagen de х por f. Entonces 


Por tanto, х será la imagen йе у por la función reciproca f”!, es decir, 
М х=/'(у) 
Expresando x por y en la anterior ecuación, 


x= (у + 3)2 

Y entonces SS M=06+3y2 

es una fórmula que define la función reciproca. Nótese que y es simplemente una variable muda; así que 
S x)= (х + 3у2 


define también la función recíproca. Además, esta última expresión es preferible por ser x la que se acostumbra 
a emplear para definir funciones. 


Sea f: R > R definida por f(x) = х? + 5. Siendo f inyectiva y sobreyectiva, f tiene función re- 
cíproca. Dar una fórmula que defina la f”*. 


Solución: 


Así que f es inyectiva y sobreyectiva. Hallar una fórmula para definir la f—*. 
Solución: 
Expresando x por y a partir de y = 


z T с. 
E еу 
2-3x 


1-х 


Luego la función reciproca pedida es f~ (х) = 
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PROBLEMAS DIVERSOS 


43. Sea la función f: К = R definida por f(x) = x° — 3x +2. Hallar: 


44. 


(k) 
0) 
(m) fifie +1) 


(n) 


(о) 


(а) 0-8) 20 (9 1) G] А-3): (т) (ж +1) 

(0) A) (A fw- (D /@х-3)+/т+3) (т) fæ +h) - fla) 
OS (0) т+һ) (k) [0232 +2) (о) [fe +h) а 
(а) Лаз) h) к+з) D Л) 


La función hace corresponder а cada elemento el cuadrado del clemento menos 3 veces el elemento más 2. 
13) = (-3Y-3(3)+2 = 9+9+2 = 20 
12) = (0) – 02) +2 = 0, /(—4) = (4) — 3(-4) +2 = 30. Entonces 

$2) – 0—4) = 0—30 = —30 


Л) = (07 300) +2 = Зу+2 
Қа?) = (a Bla) +2 = а* – 3а +2 
1) = (бй З) +2 = art 300 2 


Ju- = y- = 3-4 
Heth) = (+В ЗВ +2 = z+ 22А +h 3e 3h +2 

8) = (+3 е3) +2 = (+6249) 82-942 = 243242 
flx—3) = (2:- 3) ~ 3(22-3) +2 = 4z — 12x + 9 — 6r +9 +2 = 4% — 187 +20 
Usando 1h) e (ih tenemos 4 


Y — 252 + :#— Зу + 32+ 2 


/@х—3) + аЗ) = (407 — 182+ 20) + (296322) = 5а" – 15x + 22 
Қа З 0) = (27 — За + 20 — (z - 300) +2 = x'— 62? + 1027 — 3r 
FO) = Дат 3х0) = х* — 6x’ + 102" — 3x 
([(æ +1} — Зось 1) + 2р) = ft + 2z +1- 3z — 3 + 2) 
= fi-a) = (a — r-z) +0 = л'—9я5- 2 + 32 02 
Para (9), f(x +h) = x? + 2xh + h?— 3z — ЗА +2. De donde 
Пос М) уб) = (22 + 2А + А? — З — ЗА + 2) — (2° -32+2) = 2xh + h'— 3h 


Empleando (л) tenemos 


[ро А) — FG0/A = (Qxh + А? – ЗАЈ/А = 25+ А – 3 


Sean las funciones f: R>R y g: А — R definidas por f(x) = 2х — 3 у 
9(2) = х® +5. Hallar (a) /(5), (b) 0(—8), (с) 9(1(2). (d) /(9(3)), (e) gla- 1), ($) figla- 1), 


(9) 9(7(2)), (h) Folz +1). (д) 9(9(2)). 
Solución: 
(а) Д5) = 25-3 = 0-3 = 7 ) 
(b) g(-3) -3+5 = 9+5 = 14 Y% 
to) 40002) = 2[22)—3]) = 0014-3) = 1) = (1+5 = 6 
(4) AaB) = /{3*+5]) = 9+5) = #14) = 2(14)-3 = 25 
(e) gla-1) = (а—1#+5 = a'—2a+1+5 = а – 2a +6 Ü 
(f) Usando (e) tenemos 
/@(@—1)) = fla*-2 +6) = La*—2a+6)-3 = 2a* — 4а + 9 
(o) 9000) = 9022-3) = (223 +5 = 412° —120 +14 
(h) а(х + 1)) +19 + 5) = /[+2х+1+5)) 


9 


= Ја +2:+6) = Art+220+6)-3 = 22 +4: +9 
9000) = д(х'+5) = (z*+5} +5 = z^+ 102° + 30 
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Problemas propuestos 


DEFINICION DE FUNCION 


аб Decir cuándo los diagramas siguientes definen o no una función de (1, 2. 3} en |4, 5, 6) 


ше. 
а 


(1) х 


46. Definir por una fórmula las siguientes funciones: 
(1) Hacer corresponder a todo número real por f su cuadrado más 3. 
(2) А cada número real asignarle por g el número más el valor absoluto del número. 
(3) А todo número real mayor o igual que 3 atribuirle por Ё el número al cubo; y a cada número menor o igual 
que 3 atribuirle por A el número 4. 


Sea la función f: R — А definida por f(x) = х? — 4x + 3. Hallar (1)/(4), (2) /(— 3), (3) (у — 22), (4),f(x — 2). 


2-3esiz=2 
Sea la función g : R — R definida рог) = е 0 с 


Hallar (1) 205), (2) (0), (3) 40—21. 


Sea Т = [-3, 5] y sea la función /: T — R definida рог fix) = 2x? — 7. Calcular (а) /(2). (6) 16), (е) fi 


20+5 я х2>9 


at. 
‚Аб. Sea la función л: А — R definida рог Ма) = ы, si æ e [=9, 9]. 


4 \$ та 6—9 
Calcular (a) 4(3), (9) A(12), (е) A(—15), (d) А(А(5)), es decir, /2(5). 


Sean X = (2. 3) e Y = (1,3. 5). ¿Cuántas funciones diferentes hay de X en Y? 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION 


Ж. «Los diagramas siguientes definen funciones f. y y A que aplican el conjunto 11, 2, 3, 4} еп sí mismo. 


Averiguar (1) el dominio de imágenes de f, (2) el de g, (3) el дел 


Ж). Dado W= |- 


de imágenes de f 


0, 2, 5, 11). Sea la función f: W — R definida por Дх) = x? — x — 2, ¿Cuál es el dominio 


5. Considérense las seis funciones siguientes 
№ :[-2.2]=>R 
Sa: [0,3] => К 
435 [3.0] А 
Si cada función viene definida por la misma fórmula. 
Дх) = х 


alcular el dominio de imágenes de (1) /\. (2) fz (3/5. 


es decir. si cada función asigna a cada número х el х?, 
4) La. (5) La. 16) Л 


www.FreeLibros.me 


CAP. 4] FUNCIONES 63 


2857 Dadas las seis funciones del Problema 54, definida cada una por la fórmula 


Лх) = х? 


o sea que a cada número х cada función le asigna el xè, encontrar el dominio de valores de (1) fi. (2) fz: (3) f~ 


‚ (4) Las (5) Ss» 16) Lo. 


ж 
РА 


Si las funciones del Problema 54 se definen por la fórmula 


fw) 3 


hallar el dominio de imágenes de (1) fı, (2) fas (3) fa, (4) as (5) fa» (6) fe- 
Si las funciones del Problema 54 se definen por la fórmula 
Дх) = 2х +4 
averiguar el dominio de imágenes de (1) /, (2) fz» (3) Sa, Л. (5) fa, (6) fe- 


Sea f: A — B. En lo que sigue, ¿qué es cierto siempre? 


(DAA) С B, (2) ЛА) = B, GINA) D В. 


FUNCIONES INYECTIVAS 


59: 


Sea f: X > Y. Decir entre las condiciones siguientes cuándo se define o no una función inyectiva: 


U) Ла) = ЛЬ) implica a = b. (3) Ла) + f(b) implica a + b. 
(2) а = b implica fla) = ЛЬ). (4) a+ b implica fla) + fib). 


Decir de cada función del Problema 54 si es o no inyectiva. 
Decir de cada función del Problema 55 si es о no inyectiva. 
Decir de cada función del Problema 52 si es o no inyectiva. 


y 


Demostrar: Si f: A > B es inyectiva y si g : B — С es inyectiva, la función producto = /: A > С es inyectiva. 


FUNCIONES PRODUCTO 


64, 


67. 


En el siguiente diagrama se representan las funciones f: А — В, g:B>4,h:C>B,F:B>CyG:4=C. 


Decir en lo que sigue cuándo se define una función producto, y siendo el caso, determinar su dominio y su co- 
dominio. 


@а) реу, Qrhof, (BF of, (1Gof, (5) ро№, (6) Foh, (7) лобе, (8) ho G. 
Dadas las funciones f. g y h del Problema 52, hallar las funciones producto (1) f° g. (2) 44, (3) 8 = 8, 0 sea g°. 
Sean las funciones f: R = R y к: R — R definidas рог 
fe) = +301, gz) = 22-3 
Dar fórmulas para las funciones producto (1) $29, (2) g°f, (3) оор, (8) fef 


Sean las funciones f: R — R y g : R — R definidas por 
fiz) = х*—2|х\, ra = tL 
Hallar (а) (°З), (0) Fe 2, (е) (gea (d) (79 9005). 
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RECIPROCA DE UNA FUNCION 


68. Sea f: А — R definida por f(x) = х? + 1. Hallar (1) f~* (5), (2947 (0), (3) (10), (4)/71(—5). (5)£7* ([10, 26]). 
(6) 77" O SD, MILES, 1]), 6147 @—5, 5]). 


69. Sea g: R— К definida por g(x) = sen х. Hallar (1) g7" (0), (2) #7! (1), (3)g7* (2), (4) 87* ([-1, 1). 


70. Sea f: A > В. Averiguar f”* (В). 


PROBLEMAS DIVERSOS 
71. Sea f: R — R definida por Дх) = Зх + 4. f es, pues. inyectiva y sobreyectiva. Dar una fórmula que defina /7' 
72. Sean A = R — (4) y B = R — (3). Sea f: A — В definida por 
1) = (<-3/2x+1) 

Entonces f es inyectiva y sobreyectiva. Hallar una fórmula para definir f~ '. 

73. Sea W = [0, co[. Dadas las funciones f: W —> W. g : W — W у В: W — W definidas рог 
Да) =, y) = +1, М) = 2+2 
¿cuál de estas funciones, si la hay, es sobreyectiva? 


74. Sea la función f: А — R definida por f(x) = х? + x— 2, Hallar 


(а) £(8) O) IN CN A) 
(6) -9-A (D -D O UN O A 

75. Sean f: A — B. g : B — A y go f = 1, la función idéntica sobre A. Decir qué es cierto o falso entre lo que sigue: 
M gaf (3) fes una función inyectiva. (5) g es una función inyectiva. 
(2) / es una función sobreyectiva. (4) g es una función sobreyectiva. 


Respuestas a los problemas propuestos 


45. (1) No, (2) Sí, (3) No. 


хэ зіхъ 3. 
4 іх <3. 


46. (Ло) = х2 +3, (2) g(x) = х + |х], (3) 00) = | 
47. (1)3, (2) 24, (3) y? — 4уг + 4:2 — dy + 8: + 3, (4) х? — 8x + 15. 

48. (1) 10, (2) 2, (3)0. 

49. (а) 1, (b) No definido, pues 6 no pertenece al dominio de definición, (с) 28 -81+1si-1I<t<7 
50. (а) 6, (b) 29, (с) — 19, (d) 45. 

51, Nueve. 

52. (1) {1,2,4}, (2) (1,2, 3, 4). (3) (1, 3)- 

453. (0, —2. 18, 108]. 


54. (1) [0, 4]. (2) [0, 9], (3) [0, 9], (4) [25, хо, (5) [0, 16[, (6) [0. 25]. 
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55. 
56. 
5. 
58. 
59, 
50. 
6l. 
62. 


63. 


73. 


74. 


. (1) (әд) (а) = de — бе +1 


. (1) (-2,2) (3) 13,3) (5) (el 
12) 9 ч p (6) de 
@) 4... 2, -2,0,2,2,...) = {х 


(1) [=3, 8), (2) [0, 27], (3) [-27, 0),-(4) ]—®. —125], (5) 1—1. 64[, (6) [us 27[. 


(1905, 1, 2) 1-3, 0], (3) [-6. —3], (4) 1-0, —8], (5)[—4. 10. (6) [—8, OL. 


(1) [0, 8], (2) [4. 10]. (3) [—2, 4], (4) 1-х. —6], (5) (2. 121. (6) [—6. 10[, 
Sa) CB. 

(1) Sí, (2) No, (3) No, (4) Sí. 

(1) No, (2) 51, (3) Si, (4) Si. (5) No, (6) No. 

Todas son inyectivas. 


Solo y es inyectiva. 


Hay que demostrar que (а) = (g -/(6) implica a = b. Sea (g > / а) = (g - /)(ф). Entonces, por la defi- 
nición de función producto, g(/(a)) = (g + fl(a) = (g + /Mb) = Ub). Como g es inyectiva, fla) = f(b), y como 


fes inyectiva, a = b. Por consiguiente, g + f ез inyectiva. 


(1) g>/:4— А, (2) No definido, (3) Fef: 4 —=C, (4) No definido, (5) g»h:C— A, (6) Foh:C=C, 


(T) h-G-g:B— В, (8) h>G: A—> B. 


һеј 3 9.9 
SÁ 
< М 4 
99) 53 


a) rR 12) 


(3) (goga) = de— 9 
(2) (ио (а) = 20% + 6x1 


(а) 10, (b) 15, (с) 65, (d) 624 


(2) {x |x = (1/2) + 2nn donde n € Z}. 
B) Ø. (4) R, el conjunto de todos los números reales. 


(В) = А. 


у) = (х 4)/3. 


JU) = (3 + х)/(1 — 25). 


Solo f es sobreyectiva. 


(a) 10 (d) 2 (g) 2h +1 +h 
(0) 0 (e) й+у 2 (h) а" + 229 — 22° — Зх 
(с) x*—3x (f) з 2А А2 (д 8-40 


(1) Falso, (2) Falso, (3) Cierto, (4) Cierto, (5) Falso. 
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(4) (го Л) = х* + Ga? lda’ + 157 +5 


10) 


а 1-20) 


(ў) 02,8} 
(k) Ø 


Capítulo 5 


Conjuntos producto y grafos de funciones 


PARES ORDENADOS 


Intuitivamente, un par ordenado consta de dos elementos, a y b, por ejemplo, que ёп el par se desig- 
nan como primero y segundo elementos respectivamente. Un par ordenado se simboliza por 
(a, b) 


Dos pares ordenados (а, b) y (с, d) son iguales si, y solamente si, а= су b = d. 


Ejemplo 1-1: Los pares ordenados (2, 3) y (3, 2) son diferentes. 


Ejemplo 1-2: Los puntqs del plano cartesiano de la Fig. 5-1 representan pares ordenados de números 
reales. 


Ejemplo 1-3: Е! conjunto (2, 3) no es un par ordenado, pues los elementos 2 y 3 по se distinguen. 


Ejemplo 1-4: Puede haber pares ordenados que tengan iguales el primero y el segundo elementos tales como 
(1, 1). (4, 4) y (5, 5). 


Observación 5-1: Un par ordenado (a, b) se puede definir rigurosamente por 
la, b} = { {a}, (a, b} } 
‚ Según esta definición, la propiedad fundamental de los pares ordenados se puede demostrar: 


(a, b) = (с, d) implica a=c y b = d 


CONJUNTO PRODUCTO 


Dados dos conjuntos A y B, se llama conjunto producto de A y B el conjunto de todos los pares or- 
denados (а, Б) con as A y be В. Se le denota рог 


AxB 
que se lee «A cruz B». Más brevemente 
АхВ_= ((a,b) | arA,beB) 
k Ejemplo 2-1: Sean A = {1, 2, 3} y B = (a, b}. El producto conjunto es entonces 
AXB = (1,0, (1,b), (2,0), (2. b), (3,0), (3,5)) 
Ejemplo 2-2: Sea W = {s, 1). Se tiene 
WxW = (08,8), (8,0), (65), (8,0) 


Ejemplo 2-3: El plano cartesiano de la Fig. 5-1 es el conjunto producto de los números reales por sí mis- 
mos, es decir, А х А. 


El conjunto producto A х В se llama también producto cartesiano de A у B, por el matemático 
Descartes, quien, en el siglo diecisiete fue el primero en investigar el conjunto R х R. También, por 
la misma razón, se llama plano cartesiano a la representación de R х R en la Figura 5-1. 


66 
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Observación 5-2: Si el conjunto А tiene л elementos y el conjunto В tiene т elementos, entonces el 
conjunto producto A x В tiene л veces т elementos, esto es, пт elementos. Si uno 
de los conjuntos A ó В es vacio, entonces A х В es vacio. Y, en fin, si uno de los 
А о В es infinito y el otro no es vacio, entonces A х B es infinito. 

Observación 5-3: El producto cartesiano de dos conjuntos no es conmutativo, es decir, que 


AXB+BxA 


a menos que А = В о que uno de los factores sea vacío. 


DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Ya se está familiarizado con el plano cartesiano R х R, como se muestra en la Fig. 5-1. Cada pun- 
to Р representa un par ordenado (a, Б) de números reales. Una recta vertical por P corta al eje horizon- 
tal en a y una recta horizontal por P corta al eje vertical еп b, como se ve en la Figura 5-1. 


а b e d 
Fig. 5-1 Fig.5-2 


El producto cartesiano de dos conjuntos que no tengan muchos elementos, se puede representar 
еп un diagrama de coordenadas en forma semejante. Por ejemplo, si A = (a, b, с, d} y B = {x, y, 2), 
entonces el diagrama de coordenadas de A х B es como se ve en la Fig. 5-2. Aqui los elementos de A se 
representan sobre el eje horizontal y los de B sobre el eje vertical. Se ve que las líneas verticales que pasan 
por los elementos de A y las horizontales que pasan por los elementos de B se cortan en 12 puntos, que 
representan, como es claro, el producto A х В. El punto Р es el par ordenado (с, y). 


GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea f una función de A еп B, es decir, sea f: A — В. El grafo f* de la función f es el con- 
junto de todos los pares ordenados en los que a £ А está como primer elemento y su imagen como se- 
gundo elemento. Es decir, 


ft = (а, Б) | аА, b= f(a)) 
Se ve que f*, el grafo de f: А > В, es un subconjunto de А х В. 
Ejemplo 3-1: Sea la función f: А > B definida por el diagrama 
А В 


Кае 


7 


Entonces fla) = 2, fib) = 3, Лс) = 2 у ЛА) = 1. De donde el grafo de f es 
S* = (а, 2), (b, 3), (с. 2), (d, D} 
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Ejemplo 3-2: Sca W = {1, 2, 3, 4). La función f: W > R definida por 
Лх) =х+3 
tiene por grafo 
F? = (0,4), (2, 5), (3, 6). (4, 7)) 


Ejemplo 93: Si N es el conjunto de los múmeros naturales 1, 2, 3, .... la función е: N — N definida por 


gix) 
tiene por grafo 
8° = (0,1), (2, 8). (3, 27), (4, 64), .. .} 


PROPIEDADES DEL GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea f: A — B. Se sabe entonces que a cada elemento a £ A le corresponde un elemento de B y que 
en B solo un elemento le corresponde a cada a e A. En consecuencia, de estas dos propiedades de /, el 
grafo f* де 7 tiene las dos propiedades siguientes: 

Propiedad 1: Рог cada а= 4, hay un par ordenado (a, Б) f*. 
Propiedad 2: Сайа ag A es el primer elemento en un par ordenado de f* solamente, es decir, 
(a, b)ef*, (a, c)ef* implica b=c 
Еп los ejemplos que siguen, sean A = (1, 2, 3,.4) y B=(3, 4, 5, 6). 


Ejemplo 4-1: El conjunto de pares ordenados 
{@, 5), (2, 3), (4, 6)} 


по puede ser el grafo de una función de А еп В, pues no cumple la propiedad 1, ya que, por 
ejemplo, 3 А y en ninguno de los pares ordenados está 3 de primer elemento. 


Ejemplo 4-2: El conjunto de pares ordenados 
(0, 5), (2, 3), (3, 6), (4, 6), (2, 4)) 


по puede ser el grafo de una función de А en В, pues no cumple la propiedad 2, о sea que 
el elemento 2 4 está como primer elemento en dos pares ordenados diferentes (2, 3) y (2,4). 


GRAFOS Y DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Sea f* el grafo de una función f: А > В. Como f* es un subconjunto de A x B, se Puede represen- 
tar соп el diagrama de coordenadas de А х В. 


Ejemplo 5-1; Sea f(x) = x? la definición de Una función en el intervalo —2 = х <4, El grafo de f aparece 
en la Fig. 5-3 en la forma usual: 


а b c d 


Fig. 5-3 Fig. 5-4 Fig. 5-5 
Ejemplo 5-2: Sea una función f: 4 — B definida por el diagrama de la Figura 5-4. 


Aqui el grafo f* de f consiste en los pares ordenados (a, 2), (b, 3), (с, 1) y (d, 2). Se 
representa f* en el diagrama de coordenadas de A x B en la Figura 5-5. 
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PROPIEDADES DE LOS GRAFOS DE FUNCIONES EN DIAGRAMAS 
Sea f: A > В. El grafo f* de f tiene las propiedades ya dichas: 

Propiedad 1: Рог cada ак A hay un par ordenado (а, b)ef*. 

Propiedad 2: Si (a, b)ef* y (a, c)ef*, sigue que b = с. 


Por tanto, si se representa f* en el diagrama de coordenadas de A x B, tiene las propiedades si- 
guientes: 


Propiedad 1: Cada línea vertical contiene al menos un punto de f*. 


Propiedad 2: Cada linea vertical contiene solo un punto de /*. 


Ejemplo 6-1: Sean A = (a, b. c} y B = (1, 2, 3). Examinense los conjuntos de puntos de los dos diagra- 
mas de coordenadas de А х В siguientes 


abc abe 


(1 (2) 


En (1), la vertical por 6 no contiene ningún punto del conjunto; luego el conjunto de 
puntos dado no puede ser el grafo de una función de A en В. 


En (2), la vertical por a contiene dos puntos del conjunto; así, pues, este conjunto de 
puntos no puede ser el grafo de una función de A en В. 

Ejemplo 6-2: El circulo л? + y? = 9, que aparece abajo, no puede ser el grafo de una función porque hay 
verticales que contienen más de un punto del círculo, 


Representación de x? + y? = 9 


LAS FUNCIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea /* un subconjunto de A х B. el producto cartesiano de los conjuntos А y В; y supóngase que 
* tiene las dos propiedades antes dichas: 


Propiedad 1: Рог cada ae A, hay un par ordenado (a, Б) cf*. 
Propiedad 2: No hay dos pares ordenados diferentes en f* que tengan el mismo primer elemento 


Se tiene así una correspondencia que asigna а cada elemento a £ А el elemento b £ В que aparece en el 
par ordenado (а, Б) e f*. La propiedad 1 asegura que cada elemento de A tendrá una imagen, y la pro- 
piedad 2 asegura que la imagen dicha es única. De acuerdo con esto, f* es una función de А en B. 

En vista de la correspondencia entre funciones f: А > B y subconjuntos de A х В que tienen las 
propiedades 1 y 2 anteriores, se hace de una función la 


Definición 5-1: Una función f de A en B ез un subconjunto de А х В en el cual cada a £ 4 aparece 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno 
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Aunque esta definición de una función pueda parecer artificiosa, tiene la ventaja de que no emplea 
conceptos definidos, como son los de «asignar», «hacer corresponder». 


Ejemplo 7-1: Sean A = (a, b, с} y B = 11,2, 3). Sea además 
J= (la,2), (с, 1), (0,2) 
f tiene las propiedades 1 y 2, siendo, por tanto, una función de А en В, que se ilustra en el 
diagrama siguiente: 


pr 


Ejemplo 7-2: Sean V = {1,2,3} y W = (a, e, i, о, и}. Sea también 
f= {@, а), (2, е), B, i), (2. ш} 
Aqui f no es una función de V en W, pues dos pares ordenados diferentes de f, los (2, е) y 
(2, u), tienen el mismo primer elemento. Si f ha de ser una función de V en W, entonces no 
puede asignar ambos elementos e y u al elemento 2 £ И. 
Ejemplo 7-3: Sean 5 = {1, 2, 3, 4} y T = {1, 3. 5). Sea 
J= 10,10) (2, 5), (4,3) 
Aquí f no es una función de S en T, ya que 3 e S no aparece como primer elemento en nin- 
gún par ordenado perteneciente a f. 


La consecuencia geométrica de la Definición 5-1 se enuncia en la 


Observación 5-4: Sea fun conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas de A x B. Si toda ver- 
tical contiene un punto y solo uno de f, entonces f es una función de A en B. 


Observación 5-5: Sea la función f: А — В inyectiva y sobreyectiva. Entonces la función recíproca 
/7* consta de los pares ordenados que al invertirse, o sea al ser permutados sus 
elementos, pertenecen a f. Es decir, que: 


f~ = ((b,a) | (a,b) e f} 


CONJUNTOS PRODUCTOS GENERALIZADOS 


El concepto del conjunto producto se puede extender al caso de más de dos conjuntos natural- 
mente. El producto cartesiano de los conjuntos А, B y C, denotado por 


AXBxC 
ез el conjunto de todas las ternas (а, b, с) en las que a £A, be В y сє С. Análogamente, el producto 
cartesiano de los п conjuntos Ay, Az, .... Am que se denota рог 

АХАХХА, 
es el conjunto de todos los n-tuples ordenados (аз, A2, - - : , 4n) сопа, E Ay, . - » Gn € An: Aquí un n-tuple 


ordenado tiene un significado claramente intuitivo, es decir, que el n-tuple consiste en n elementos, no 
necesariamente distintos, donde uno de ellos se designa como primer elemento, otro como segundo 
elemento, etc. 


Ejemplo 8-1: En la geometría tridimensional euclidiana cada punto representa una terna ordenada, о sea 
su componente х, su componente y y su componente z. 
Ejemplo 8-2: Scan А = ia, b}, B=(1,2,3) у C= (х. 0. Entonces 
AXBXC = (а, 1, х), 0.1.0), (a, 2, х), 
(а, 2, у), (а, 3, а), (0,3, 3), 
(b, 1, x), (6,1, у), (b, 2, х), 
(Ы, 2, у), (b,3,x), (b, 3, y)} 
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Problemas resueltos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 
1. Sean W= (Juan, José, Tomás) y V = (Inés, María). Hallar W x V. 
Solución: 
W х V consiste en todos los pares ordenados (a, b) en los que a £ W y b £ V. Por tanto, 


W x И = ((Juan, Inés). (Juan, María), (José, Inés), 
(José, María). (Tomás. Inés), (Tomás, Магіа)) 


2. Suponiendo que los pares ordenados (х + у, 1) y (3, х — y) son iguales, averiguar х e y. 


Solución: 
Si (x + y, 1) = (3, х — у) por la propiedad fundamental de los pares ordenados 


x+y=3 y 1=х-у 


La solución de este sistema de ecuaciones es х = 2, 


3. Hallar los pares ordenados que corresponden a los puntos 
Р;, Pa, Py y Р, que aparecen еп el diagrama de coordena- 
das de A х Ben la Fig. 5-6. Aquí, A = {a, b, c, d, e} y B = (a, 
e, i, о, u}. 


Solución: 

La linea vertical por P, cruza el eje А en b y la horizontal por Р, 
cruza el eje B en i; asi P, corresponde al par ordenado (b, i). Análoga- 
mente, Р; = (a, a), Py = (d, u) y Pa = (e, e). 


4. Sean A = (e, b}, B = {2, 3} y C = (3, 4}. Hallar 
(1) Ax (BUC) (2)(4хВ)\)(4х С) (B)AX(BNC) (4) (4х BIN (A х С) 
Solución: 
(1) Se averigua primero BU С = (2, 3. 4). Entonces 
Ax (BU C) = (0а, 2), (a, 3). (а. 4). (b, 2). (b, 3), (b. 4)) 
(2) Calcular primero А х By A х С: 


A x В = {(а, 2), (a. 3), (В, 2), (b. 3) 
A x C = (a. 3). (а, 4). (b. 3), (b. 4)) 


Ahora se busca la unión de los dos conjuntos: 
(A x B)U (4 x C) = {(a, 2). (a, 3), (b, 2). (b. 3), (a. 4), (b. 4з) 

Por (1) y (2) se ve que 
Ах (ВОС) = (А х В)\)(А х С) 


(3) Calcular primero B/A C = (3). Entonces 
A x (ВПС) = {(а, 3), (b. 3) 
(4) En (2) se calcularon A x Ву A х С. La intersección de А х Ву A х C es el conjunto de los pares orde- 


nados que pertenecen a ambos conjuntos, es decir. х 
(Ax В) (4 х С) = {(а, 3), (b, 3) 
Por (3) y (4) se ve que 
А х (ВПС) = (А х B)N (A4 х С) 
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5. Representar el conjunto producto 


{т |1#х<4) х (= |} -227=3) 


sombreando el área apropiada en el diagrama cartesiano de К х R. 
Solución: 

Trácense dos rectas verticales delgadas por 1 y 4 del eje horizontal y otras dos horizontales delgadas por —2 
y 3 del eje vertical como se ve en la Figura 5-7. 


El área rectangular contorneada por las cuatro rectas. junto соп tres de sus lados, representa el producto 
de los conjuntos. Sombrear el diagrama como se ve сп la Figura 5-8. 


Nótese que el lado del rectángulo que no pertenece al producto de los conjuntos se traza con linea de 


puntos. 
Fig.5-7 Fig.5-8 
6. Demostrar que AC B y ССР implican (A х С) С (B х D). 
Solución: 


Sea (х, y) un elemento cualquiera de A x C, con lo que x € А е y £ C. Por hipótesis, А es un subconjunto de 
В y С es un subconjunto de Р; asi que xe В е ує Р, y el par ordenado (х, y) pertenece a B х D. Queda 
demostrado que (х, y) A х С implica (х, y)e B х D; por consiguiente, А х С es un subconjunto de B x D. 


7. Sean А = (1, 2, 3}, B= 


Solución: 
Un método apropiado para encontrar A х В х С es el del «diagrama en árbol» que se muestra en seguida: 
(1,2, 3) 
(1,2,4) 
(1, 2, 5) 
(1, 4, 3) 
(1,4, 4) 
(1,4,5) 


2, 4) у C = (3, 4, 5). Hallar А x B x С. 


(3, 2, 5) 


(3, 4,3) 
(3, 4, 4) 
(8, 4, 5) 
A x B x С es el conjunto de ternas que están a la derecha del «árbol». 
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Demostrar: A х (ВС) = (А х BIN (A х C). 
Solución: 

Se demuestra primero que А х (В Г\ С) es un subconjunto de (4 х В) Г\(А х С). Sea (x, y) un elemento 
de A х (В С). Entonces x £ А e y e В N С. Por la definición de intersección y pertenece tanto a B como a С. 
Puesto que x e А e y e В, entonces (х, y) e А х B. Por tanto, puesto que x £ А e y С, resulta que (1.y)e А х C 
Se tiene, pues, que (х, y) pertenece a la intersección de A х В y A х С. Con lo que queda demostrado que 
Ax (BNC)IC(A х BIN (A х С). 

Se demuestra luego que (A х В) Г\(А х С) es un subconjunto de А х (Bf С). Sea (z, w) un elemento 
de (4 х В) (4 х C); entonces (2, w) pertenece a А х Ву (z, w) pertenece a А х С. De lo que se sigue que 
ze A y weB, y que ze А y weC. Como w pertenece tanto а В como а C, entonces w s В Г\ С. Se tiene. 
pues, ze A y we В х С; entonces (z, ш)є А х (В ГС). Queda demostrado que (А х В)Г\(А х С) es un 
subconjunto de A х (В Г\ С). Por la Definición 1-1, los conjuntos son iguales. 


Sean S = (a, b}, W = {1, 2, 3, 4, 5) y V = (3, 5, 7, 9). Hallar (S х И) (5 х V). 
Solución: 

El conjunto producto (S х W) Г\ (5 х V) se puede hallar calculando primero 5 х Wy 5 х V y averiguan- 
do luego la intersección de estos conjuntos. Pero, por el Problema 8. 


(Sx WON(SxV)=Sx (ИГИ) 
Asi que WN V = (3, 5), y 
(S x WAN (5 x И) = S х (WN V) = ((a, 3), (a, 5), (b, 3), (b, 5)} 


GRAFOS DE FUNCIONES 


10. 


1. 


12. 


Dados W = (1, 2, 3, 4) y la función f: И — А definida рог la fórmula f(x) = x°, hallar el 
grafo f* de la función f. 
Solución: 

Primero se calculan /(1) = 1? = 1, /(2) = 22 = 4, Д3) = 3? = 9, f(4) = 4? = 16. El grafo /* de / cons- 
ta de los pares ordenados (х, f(x)), o sea de los (х, x?), donde xe W. Así, pues, /% = {(1, 1), (2, 4), (3, 9), 
(4, 16). 


Sean el conjunto V = (a, Б, с, d} y la función g : V > V definida por el diagrama de la Fig. 5-9. 
Hallar el grafo g* de la función g y representar g* en el diagrama de coordenadas de V х V. 


¡E 


>< 


Fig.5-9 Fig. 5-10 
Solución: 


Según el diagrama, g(a) = b, g(b) = с, g(c) = Бу (4) = a. Por tanto, g* = {(а, Б), (b, с), (c, b). (d, a)). 
En el diagrama de coordenadas de V х И se señalan los pares ordenados de g* como se ve en la Figura 5-10. 


Sea la función А: А — R definida por A(x) = х + 3. Decir cuáles de los pares siguientes perte- 
песеп о по al grafo h* de la función й: 


(a) (2, 6), (b) (8, 11), (с) (10, 12), (d) (4, 7), (е) (6, —9), ()(—1, 2). 
Solución: 


(a) h(2) =2 + 3 = 5; así (2, 6) no pertenece a h*. (d) h(4) = 4 +3 = 7; así (4, 7) = h*. 
(Б) А8) =8 + 11; así (8, 11) pertenece a A*. (е) А(—6) = –6 + —3; asi (—6, –9) g h". 
(с) (10) = 10 + 3 = 13; así (10, 12) #л*. UM 0-1) = —1+3 = 2; азі (—1,2) e h*. 
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CONJUNTOS PRODUCTO Y GRAFOS DE FUNCIONES [САР. 5 
Sea el conjunto 5 = (a, e, i o, u}. Sea g la función que a cada letra de 5 asigna la letra que le sigue 
en el alfabeto. Hallar el grafo g* de la función g. 
Solución: 
Se averiguan primero gía) = Б. gle) = J; gli) = j glo) = гу glu) = г. Asi 
ge = Ца. Б). te. f). (i J). (о. р). (ш, г)} 


FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 


14. 


15. 


Sea el conjunto V = [1, 2, 3, 4]. Entre los siguientes conjuntos de pares ordenados decir cuáles 
son о no funciones de V еп V. 
(0 л = (0,3), (1,4), (2,1), (3,2). (4.4) 
(2 f£ = 103,1), (4,2), (1,D) 
(3) fs = 102,1), (3,4), (1,4), (2,1), (4,4) 
(4) А = 10,3), (1,6), (4,2), (3,4)) 
Solución: 
Nótese primero que, según la Definición 5-1, un subconjunto f de V х Wes una función f: V — V si сайа 
хє V aparece como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 
(1) Сото dos pares ordenados diferentes (2. 3) є f, y (2, 1) ef; tienen el mismo primer elemento, /, по es una 
función de V en V. 


(2) El elemento 2€ И no aparece como primer с...лето en ningún par ordenado perteneciente а /;. Аі, pues. 
Ja по es una función de Ven V. 


(3) El conjunto f, es una función de I en W. Aunque 2 está de primer elemento en dos pares ordenados, estos 
dos pares son iguales 

(4) Si bien cada elemento de Y aparece como primer elemento en uno. y solo en uno, de los pares ordenados 
de fa, el conjunto /, no es una función de V en V porque fa no es un subconjunto de Y х W, En efecto, 
(1, 6) e fa, pero (1, 6)é V x V. 

Dado W = (a, b, с, d}, decir en qué casos los siguientes conjuntos de puntos de cada diagrama 


de coordenadas de W х W constituyen una función de W en W. 


4 ж E | d 4H 

c + + c 

b | o ee 

a e aj . 
a b с d са a bed 


Solución: 


Tener en cuenta primero que un conjunto de puntos en un diagrama de coordenadas es una función siem- 
pre que cada recta vertical contenga uno, y solo uno, de los puntos del conjunto. 


(1) La vertical por Б contiene dos puntos del conjunto; luego el conjunto no es una función de И еп W. 


(0) Como cada vertical contiene un punto, y solo uno, del conjunto, este conjunto si es una función de Wen W. 
El hecho de que la horizontal por с contenga tres puntos no contraria las propiedades de una función. 


(3) La vertical рог с no contiene ningún punto del conjunto; por tanto. este conjunto no es una función de 
Wen И. 


(4) Por la misma razón que en (2), este conjunto sí es una función de W en W. 
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16. 


17. 


19. 


Dados R = {1, 2, 3, 4, 5, 6) y S = (1, 2, 3, 4), sea g 

ei conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas 

de R х 5 que aparece a la derecha у que es una función 

de Ren $. 

(a) Hallar g(2), (4), (6). (b) Hallar g~ '(2), g7 * (3), g7 1(4). 

(с) Hallar {x | хе R, g(x) < 3). 

Solución: 

(а) Para averiguar g(2) se busca el punto de g que está en la vertical 
por 2; el punto es (2, 4) y, por tanto, g(2) = 4, el segundo elemen- 
to del par ordenado. 

La vertical por 4 contiene al punto (4, 1) de е, así que g(4) = 1. 
La vertical por 6 contiene al punto (6, 4); por tanto, g(6) = 4. 

(b) Para averiguar е^! (2) se buscan los puntos que están sobre la horizontal por 2. Son (1, 2) y (5, 2). g7* (2) 
consiste en los primeros elementos de estos pares ordenados, esto es, е^! (2) = (1, 5). Nótese que los pares 
ordenados (1, 2) y (5, 2) de g significan que g(1) = 2 y g(5) = 2. 

La horizontal por 3 contiene solamente el punto (3, 3) de g; entonces #7! (3) = (3). 
La horizontal por 4 contiene los puntos (2, 4) y (6, 4) de g. Entonces к^! (4) = (2, 6). 

(с) Notar primeramente que g(1) = 2, g(2) = 4, g(3) = 3, g(4) = 1, (5) = 2, g(6) = 4. El conjunto {x | x € R, 
gix) < 3) consiste en los elementos de R cuya imagen es menor que 3, es decir, cuya imagen es 1 ó 2. 
El conjunto es (1, 4, 5). Geométricamente, este conjunto es el de los primeros elementos de los puntos de 
g que quedan debajo de la horizontal por 3. 


Sea А el conjunto de puntos del diagrama de coordenadas de E х F que es una función 

de E en F. 

(а) Si cada horizontal contiene a lo más un punto de h, ¿qué tipo de función es Л? 

(b) Si cada horizontal contiene al menos un punto йе h, ¿qué tipo de función es A? 

Solución: 

(а) Si cada horizontal contiene a lo más un punto de Л, entonces, para todo x € F, h7! (х) es vacío o consiste en 
un elemento de Е. Asi que h es una función inyectiva. 

(b) Si cada horizontal contiene al menos un punto de A, entonces,-para todo хє F, л! (х) no es vacío. Luego 
h es una función sobreyectiva. 


¿En qué condiciones el conjunto de pares ordenados 
S=((1, 5), (3, 1), (4, 7), (-2, –3)' 
define una función de A en В? 


Solución: 

El conjunto f definirá una función de A en В si f es un subconjunto de А х B y si cada elemento de А 
aparece como primer elemento en un par ordenado de f, y solo en uno. Según esto, A debe ser igual al con- 
junto de los primeros elementos de f. es decir, А = (1. 3, 4, —2}; у B debe contener al conjunto de los segun- 
dos elementos de f. esto es, (5, 1,7, —3}С В. 


Sea W = [ —4, 4]. Entre los siguientes conjuntos de puntos representados en el diagrama de coor- 
denadas de W х W decir cuál es о cuál no es una función de W en W. 
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20. 


CONJUNTOS PRODUCTO Y GRAFOS DE FUNCIONES [CAP. 5 


(3) 


Solución: 
Según la Observación 5-4, tener en cuenta que un conjunto de puntos de un diagrama de coordenadas es 
una función si cada línea vertical contiene un punto del conjunto, y solo uno. 
(1) Como las verticales contienen dos puntos del conjunto, el conjunto de puntos no es una función de W en W. 
(2) Como las verticales próximas al eje vertical no contienen ningún punto del conjunto, el conjunto de pun- 
tos no es una función de W en W. 
(3) Las verticales que cortan el círculo contendrán dos puntos del conjunto; entonces el conjunto de puntos 
no es una función de W en W. 
El conjunto de puntos es una función de W en W porque cada vertical contiene un punto del conjunto, y 
solo uno. 


4 


Sea А = (а, b, с, d}. El conjunto 

(ба, b), (b, d), (с, a), (d, с)} 
es una función inyectiva y sobreyectiva de А еп А. Encontrar la función reciproca. 
Solución: 


Para encontrar la función recíproca, permútense los elementos en cada par ordenado. Así, la función re- 
ciproca es 
(0, а), (d, b), (а. с). (с. 4)} 


Problemas propuestos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 


1. 


22. 


Suponiendo que (у — 2, 2х + 1) = (x — 1, y + 2), hallar x e y. 


Hallar los pares ordenados que corresponden а los puntos Р,, P+, Ру y P4 que aparecen en el diagrama de coor- 
denadas de {1, 2, 3, 4) х (2, 4, 6, 8) que sigue 


Sea W = Marcos, Enrique, Pablo) y sea V = (Enrique, David). Averiguar (1) W х V, (2) V x W, (3) V x V. 


Representar, sombreando el área apropiada, cada uno de los conjuntos producto siguientes en un diagrama de 
coordenadas de R х R. 
so, 2] 


(3.3) х [-1, 2]. 6) [23.11 x J-00, 2 
Ц х 1-2,2]. 


0) 1-2,3] х [-3 әр (0 [-3 


Sean A = (2,3), В = (1,3, 5) y C = (3, 4). Construir el «diagrama en árbol» de A х B х C como en el Pro- 
blema 7 y averiguar entonces А х B x C. 
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26. „Sean 5 = (a,b. c}, T = {b, c. d} y W = la. dj. Construir el «diagrama en árbol» de 5 х Т х W у hallar luego 
Sx Tx И. 


27. Sean los conjuntos V, W у 2 con 3, 4 y 5 elementos. respectivamente. ¿Cuántos elementos hay en (1) V х W х Z. 
0) 2х Vx ЮИ. (3) хх И? 
28. Sea A = BN С. ¿Qué hay cierto en lo que sigue, si lo hay? 
(1) AXA=(BXBID(CxC) 0) Ax A=(BXCIMICxB) 


GRAFOS DE FUNCIONES 
29. Dados М = (1,2, 3, 4, 5) y la función f: М — R definida por 


Дх) = х*+2х-1 


hallar el grafo de f. 


30. Sean W = (1, 2, 3, 4) y la función g : W > W definida por el diagrama 


(1) Hallar el grafo de g. (2) Representar el grafo de g en el diagrama de coordenadas de W х W, 


31. Sea la función л : А —› А definida por la fórmula 
х) = 2х — 1 
Decir si los siguientes pares ordenados pertenecen o no al grafo de h: 
(а) (3, 5), (b) (—2, —5), (е) (—4, —7), (d) (8, 17). (е) (—3, —5). (7) (4, 7). 
32. Sea la función g que asigna a cada nombre del conjunto 
(Berta, Martín, David, Abel, Rebeca] 
el número de letras distintas que se necesitan para escribir el nombre. Hallar el grafo de g. 
33. Cada una de las siguientes fórmulas define una función de R en R. Hacer el grafo de cada función en el diagra- 
ma cartesiano de А х А. 


(1) Л) = 22-1 (3) Дх) = le] 
(2) J) = х*—9х-1 (4) А) = z — 215 


(0 


FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 


34. Sea W = (a, b, с, d}. Decir de los siguientes conjuntos de pares ordenados cuáles son y cuáles no son funciones 
de W еп W. 


(1) ((b,a), (c,d), (d,a), (c,d), (a, d)} (3) (ба, b), (b,b), (с, b), (d, Б)} 
(2) {(d,d), (с, а), (a,b), (d, b)} (4) Ца, a), (b,a), (a,b), (с, d)} 


35. Dado V = (1,2, 3, 4) decir cuáles de los conjuntos de puntos de los siguientes diagramas de coordenadas de 
V х Y son o no funciones de V en V. 


4 $- JH 
з з + 
2 2... 
1 1 
CESE 1234 1234 
а) @) (3) 
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36. Dados А = (1,2, 3,4, 5). f. el conjunto de puntos que se representan en primer diagrama de А х A y g el con- 
junto de puntos representados en el segundo diagrama. 


ШЕШШУ! 


т s ЖЕЕ ТУ ЖОЮ, 


Representación de f Representación de g 
Resulta que f y g son funciones de A en А. Averiguar 


(1) AD (D (2) (5) $78) (7) función producto fog (9) iz | f(x) = 4} 
(2) g(5) (4) g7*(1) (6) función producto gef (8) f”*((1,2) (10) {z | g(x) > 2) 


37. Sea la función f: A — В representada en un diagrama de coordenadas de А х B. ¿Qué propiedad geométrica 
tiene f si (1) fes inyectiva, (2) f es una función constante. (3) si f es sobreyectiva. (4) si f tiene una reciproca /7!. 


Dado В = [— 4,4], decir cuándo los puntos representados en cada uno de los diagramas de coordenadas de В х В 


que siguen es una función de Ben В. 
(3) 
(6) 


(2) 


(4) (5) 


PROBLEMAS DIVERSOS 

.39. Representar, sombreando el área apropiada, cada uno de los conjuntos productos que siguen en un diagrama 
cartesiano de R x R. 
(DM {z| -3<z22) x {z|-2<z<4 9 fe ¡rs 
(2) {= | |z| <3} x {z | | =1} 5 
(3) (z| |z| =2} х {z| х>—3} 


П x (r]|-2=x<8) 
{z| z>-2} x {z| z3} 


Cada una de las fórmulas que siguen define una función de R en R. Representar cada una de estas funciones en 
un diagrama cartesiano de R x R. 


3-2 siz>2 


(1) f(z) = 42—21 (2) f(2)=2+2lx] (3) f(z) Е т 250 (4) Аа) = f: si Hra 
2 sim<-2 
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Respuestas a los problemas propuestos 
1. x=2y=3 
22. P, = (1, 4), Р, = (2,8), P, = (4. 6), Р, = (3,2). 


23. (1) W x Y = ((Marcos, Enrique), (Marcos, David), (Enrique, Enrique). (Enrique, David), (Pablo, Enriquel. 
(Pablo, David)). 
(2) Их И = (Enrique, Marcos), (David, Marcos), (Enrique, Enrique), (David, Enrique), (Enrique, Pablo). 
(David, Pablo)). 
B) Y x Y = (Enrique, Enrique), (Enrique, David), (David, Enrique). (David, David). 


м. (1) 


25, Ver Fig. 5-11 
AXBXC = ((2,1,2), (2,1,4), ,2,3,3), (2,3,4), (2,5,3), (2,5,4), 
(8,1,3), (3,1,4), (3,3,3), (8,3,4), (3,5,3), (3,5, 4)) 
26. Ver Fig. 5-12. 


5хТх = {(a,b,a), (a,b,d), (а, с,а), (а, с, 0), (a,d,a), (a, d,d), 
(b,b,a), (6,0,9), (Ь, са), (b,c,d), (5,4, а), (b,d, d), 
(e,b, а), (с, 0, 4), (с, с, а), (c,c,d), (c,d, a), (c, d, d)} 


<= 
ii a е<= 1 
з da == 
2 з=; Н 
s<? bi 
* b ei 
3 
4 dG 
3 
3 = dG 
== e e 
== 
Ей. 5-11 Fig.5-12 
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7. 


м. 
32. 
33. 


35. 


CONJUNTOS PRODUCTO Y GRAFOS DE FUNCIONES 


Cada uno tiene 60 elementos. 


Ambas son ciertas. 
AxA = (BXB)N(CXC) = (BXO)N(CX B) 


. £(1,2), (2,7), (3,14), (4,23), (5, 34)) 
. (1) (01,3), (2,2), (3,4), (4, 2)} 


(2) 4 


al 
2 
1 


TUFA 


(а) Si, (b) Si, (с) No. (d) Мо, (е) No. Y) Si. 
[(Berta, 4). (Martín, 6). (David, 4), (Abel, 4), (Rebeca, 5)) 


a) (2) 

(3) (4) 

(1) Si, (2) No, (3) Si, (4) No. 

(1) No, (2) No, (3) Sí, (4) No. 

@)5 (5) {4} (8) {1,2,5} 
(2) 1 (6) (0,3), (2,1), (3,1), (4, 3), (5, 3)) (9) (1,2, 4,5) 
/3) (1,5) (T) £(1,2), (2, 5), (3, 2), (4, 5), (5, 2)} (10) (2,3,4) 


(4) (1,5) 


(1) Cada horizontal contiene a lo más un punto. 
(0) Una horizontal contiene todos los puntos. 

(3) Cada horizontal contiene al menos un punto. 
(4) Cada horizontal contiene un punto, y solo uno. 


(1) Sí, (2) No, (3) No, (4) Si, (5) No. (6) Si. 
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Capítulo 6 


Relaciones * 


FUNCIONES LOGICAS, ENUNCIADOS FORMALES 


Se llama función lógica definida sobre el producto cartesiano A x B de dos conjuntos A y B, una 

expresión denotada por 
Р(х, y) 
que se caracteriza porque cuando en P(x, y) se sustituyen las variables x e y, respectivamente, por 
a y b, se convierte en un enunciado ya verdadero, ya falso, рага todo par ordenado (a, Б) = A х B. Por 
ejemplo, si A es el conjunto de autores y B el de dramas, entonces 
Pix, у) = «х escribió у» 

es una función lógica sobre A х В. Por ejemplo: 


P(Shakespeare, Hamlet) = «Shakespeare escribió el Hamler» Y 
P(Shakespeare, Fausto) = «Shakespeare escribió el Fausto» € 


son verdadero y falso, respectivamente. 
La expresión misma P(x, y) se dice enunciado formal en dos variables, o simplemente, enunciado 
formal. Ejemplos de enunciados formales son los siguientes: 


Ejemplo 1-1: «x es menor que y». 

Ejemplo 1-2: «х pesa y kilos». 

Ejemplo 1-3: «х divide a у». 

Ejemplo 1-4: «х es la esposa de y». 

Ejemplo 1-5: «El cuadrado de х más el cuadrado de y da dieciséis», o sea «x? + y’ 
Ejemplo 1-6: «El triángulo х es semejante al triángulo у». 


16». 


En todos estos ejemplos hay dos variables, pero también pueden darse enunciados en una varia- 
ble, como «х está en las Naciones Unidas», o en más de dos variables, como «х por y igual 2». 


RELACIONES 


Una relación @ consiste en lo siguiente: 


(1) Un conjunto A. 

(2) Un conjunto B. 

(3) Un enunciado formal P(x, у) tal que P(a, b) es verdadero o falso para todo par ordena- 
do (a, b) de A x B. 


Se dice entonces que (R es una relación entre A y B y se la denota por 
@ = (A, B, Р(х, y) 
81 
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Además, si Pla, b) es verdadero, se escribe 
айр 


que se lee «a está relacionado соп b»; y si Pía, Б) es falso, se escribe 


; афв 


que se lee «a по está relacionado соп b». 


Ejemplo 2-1: Sea Q, = (R, R, Р\х, у), donde Р(х, у) se supone significar «х es menor que у». Es claro que 
Я, es una relación, porque Pía, Б), o lo que es lo mismo, «а < b», es verdadero o falso para 
todo par ordenado (a, Б) de números reales. Así, pues, сото Р(2, л) es verdadero, se puede 
escribir r 


y puesto que Р(5, ./2) es falso, 
эф. /2 


Ejemplo 2-2: Sea (Я, = (А, B, Рх, y)), donde A es el conjunto de los hombres, B es el conjunto de las mu- 
jeres y Р(х, y) es «x es el marido de y». Q es una relación ciertamente. 


Ejemplo 2 


Sea (Ry = (N, N, P(x, у)), donde М es el conjunto de los números naturales y Р(х, y) se lee 
«x divide a y». (Ry es entonces una relación y evidentemente 

38,12, 24,7. 58,15,64, 13 
Ejemplo 2-4: Sea Qu = (4, В, Р(х, у), siendo А el conjunto de los hombres, В el de las mujeres у Р(х, y) 
quiere decir «х divide a y». Aquí Q no es una relación, pues Pía, b) carece de significado si 
a es un hombre y b una mujer. 


Ejemplo 2-5: Sea (Я, = (М, N, Р(х, y), siendo N los números naturales y donde Р(х, y) significa «х es me- 
nor que y». Aquí Qs es una relación. 


Es de observar que (R, у Qs no son la misma relación, pese a venir ambas definidas por 
el mismo enunciado formal 


Sea Q = (A, В, Р(х, у)) una relación. Se dice que el enunciado formal Р(х, y) define una relación 
entre A y В. Además, si А = В, se dice que Р(х, y) define una relación en А o que @ es una 
relación en A. 


Ejemplo 2-6: El enunciado formal Р(х, у). que se lec «х es menor que y», define una relación en los núme- 
ros racionales. 


Ejemplo 2-7: El enunciado formal «x es el esposo de y» define una relación entre el conjunto de hombres 
y el conjunto de mujeres. 


Terminología: Hay autores que llaman relación a la expresión P(x, y), dando por sentado implí- 
citamente que las variables x e y tienen por dominios respectivos ciertos conjuntos A y B, es decir, que 
P(x, y) es una función lógica definida sobre cierto conjunto producto 4 x B. Aquí se mantendrá la de- 
nominación ya dicha, donde P(x, y) es simplemente un enunciado formal y, por tanto, una relación 
consiste en P(x, y) y dos conjuntos dados A y B. 


CONJUNTOS DE SOLUCION Y GRAFOS DE RELACIONES 
Sea A = (4, 3, Р(х, «)) una relación. El conjunto de los elementos (a, b) de А х B para los cuales 
Pía, Б) es verdadero, se llama conjunto solución @* de la relación @. Es decir, 
@* = ((a, b)|ae А, Бе В, Pla, Б) es cierto) 


Es claro que (R*, conjunto solución de una relación @ entre А y В, es un subconjunto de А х В. Рог 
tanto, @Й* se puede representar o mostrar en el diagrama de coordenadas de A х В. 

El grafo de una relación Q entre A y В consta de los puntos del diagrama de coordenadas de A х В 
que pertenecen al conjunto solución de @. 
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Ejemplo 3-1: Sea @ = (A, В, Pix, y), donde А = 12,3. 4]. B = (3.4. 5, 6) y Р(х, у) significa «х divide 
a y». Entonces el conjunto solución de @ es 


@* = (2.4), (2, 6), (3. 3). (3. 6), (4.4) 


En el diagrama de coordenadas de A х В que aparece en la Fig. 6-1 se muestra el conjunto 
solución de Q. 


Fig. 6-1 @* en sombreado 
Fig. 6-2 


Ejemplo 3-2: Sea @ la relación definida en los números reales por 
у<х+1 
La porción sombreada del diagrama cartesiano de А х А en la Fig. 6-2 consiste en los puntos 
que pertenecen a R*, conjunto solución de (A, o sea que es el grafo de Я. 
Nótese que @* está formado por los puntos debajo de la recta y = х + 1. La recta 
y = х + | se representa en línea de trazos para indicar que los puntos de esa recta no per- 
tenecen a @*. 


RELACIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea @* un subconjunto de A х B. Puede definirse una relación @ = (4, В, Р(х, y), donde Р(х, y) 
signifique 
«El par ordenado (х, y) pertenece a R*» 


El conjunto de solución de esta relación @ es el conjunto original @*. Así, a toda relación R = (4. В, 
Р(х, y)) corresponde un conjunto de solución único, *, que es un subconjunto de A х B, y a cada 
subconjunto @* de A х В corresponde una relación R = (4. В, Р(х, y)) de la cual es (R* el conjunto 
de solución. En vista de esta correspondencia inyectiva y sobreyectiva entre relaciones @ = (А, В, 
Р(х, у)) y subconjuntos @* de A x В, se puede definir también una relación así: 


Defini 


Si bien la Definición 6-1 de una relación puede parecer artificiosa, tiene sin embargo, la ventaja 
de que no se sirve de conceptos no definidos como «enunciado formal» y «variable» para definir una 
relación 


п 6-1: Una relación @ entre A y В es un subconjunto de А х 8. 


Ejemplo 4-1: Scan А = 11. 2,3} y B = (a, bj. Entonces 
Q = ((1, а), (1, Б). (3, а)} 
es una relación entre A y В. Se tiene 
18а, 24h, За. ЗфЬ 
Ejemplo 4-2: Sea И = ja. h, с}. Entonces 
Q = {(а, 5). (а, с), (с. с). (с. ВУ} 
es una relación, y entonces 
афа. ba. сяс, а@5^ 
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Ejemplo 4-3: Ѕса 
Q = fix r| xE R, уе В, у < х2) 


Asi que Я es un conjunto de pares ordenados de números reales, o sea que es un subconjunto 
de К х R. Por consiguiente, @ es una relación en los números reales que se podría definir 


miano por @ = (R, R, Pix, y) 
habiéndose de leer Р(х. у) «у ез menor que x». 


Observación 6-1: Si el conjunto A tiene m elementos y el B tiene n elementos, hay entonces 2™" rela- 
ciones distintas entre A y B, porque А x B, que tiene mn elementos, tiene 2" sub- 
conjuntos diferentes. 


RELACIONES RECIPROCAS 
Toda relación @ entre А y В tiene una relación reciproca 9! entre B y A, que se define por 
Q = (0, a) | (a, bre) 
Es decir. la relación reciproca Q~" consta de los pares ordenados que al ser invertidos, es decir, per- 
mutados, pertenecen а Q. 
Ejemplo 5-1: Sean 4 = {1, 2, 3) y В = (a, bj. Entonces 
Q = ((1,4). 1,6), (3, а)} 
es una relación entre A у В. La relación recíproca de la @ es 
AT! = Ка, 1), (b. 1), (a, 3)) 
Ejemplo 5-2: Sea W = (a, b. с). Entonces 
Q = [la, Б), (a, с), (с, с), (с, 6)) 
es una relación en W. La relación recíproca de esta @ ез 
Q`’ = [(b. a). (с, a). (с, с), (b, с) 


RELACIONES REFLEXIVAS 


Sca Q = (А, A, Р(х, у)) una relación en un conjunto A, es decir, sea @ un subconjunto de А х А. 
Se dice que Я es una relación reflexiva si, para todo ас А, 


la, aje Q 


o lo que es lo mismo, Я es reflexiva si todo elemento de A está relacionado consigo mismo. 


Ejemplo 6-1: Sean V= {1, 2, 3.4} y 
@ = 101,1), (2, 4), (3, 3), (4, 1), (4, 4)) 
Esta @ no es una relación reflexiva, ya que (2, 2) no pertenece a @. Téngase en cuenta que 
todos los pares ordenados (a, a) deben pertenecer a Я para que (R sea reflexiva. 

Ejemplo 6-2: Sea A el conjunto de triángulos del plano cuclidiano. La relación Я definida en A por el 
enunciado formal «х es semejante a y» es una relación reflexiva porque todo triángulo es se- 
mejante a sí mismo. 

Ejemplo 6-3: Sea Q la relación definida en los números reales por el enunciado formal «х es menor que y», 
es decir, «х < y». Aqui @ по es reflexiva, puesto que a { a para todo número real а. 


Ejemplo 6-4: Sea s% una familia de conjuntos y sea Я la relación definida en «Y por «х es un subconjunto 
de y». Esta relación @ es reflexiva porque todo conjunto es subconjunto de sí mismo. 


RELACIONES sIMETRICAS 
Sea @ un subconjunto de А х А, es decir, sea @ una relación en A. Se dice que G es una relación 
он (a. b)eR implica (b, aJeR 


esto es. que si а está relacionado соп Б, entonces b está relacionado con a. 
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Sean S = {1, 2, 3, 4} y 
@ = {(1, 3), (4, 2), (2, 4), (2, 3), (3, 1)} 
Aquí Я по es una relación simétrica, puesto que 
(2,3)єЕ@ pero (3,2)#@ 
Ejemplo 7-2: Sea А el conjunto de los triángulos del plano euclidiano, y sea @ la relación en А definida 
por el enunciado formal «х es semejante a y». Entonces @ es simétrica, puesto que si el trián- 
gulo a es semejante al triángulo Б, entonces el triángulo Б es también semejante al а. 


Ejemplo 7-3: 


Sea Q la relación en los números naturales N que viene definida por «х divide a y». Esta Q 
по es simétrica, pues si 2 divide a 4, 4 no divide a 2. Es decir, 


(2,4) R pero (4,2)#@ 


Observación 6-2: Сото (a, Б) = @ implica que (b, a) pertenece a la relación recíproca R7!, @ es una 
relación simétrica si, y solamente si, 


R= 


RELACIONES ANTISIMETRICAS 
Una relación @ en un conjunto A, o sea un subconjunto de A x A, se dice relación antisimétrica si 
(а, БЕ y (b, a)eR implican a=b 
-# О, en otras palabras, si a + b, entonces puede a estar relacionado con b, o bien b relacionado con a, 
pero no las dos cosas. 
Ejemplo 8-1: Sea N el conjunto de los números naturales y Я sea la relación definida en N por «x divide 
a y». Esta @ es antisimétrica, puesto que a divide a b y b divide a a implican a = b. 
Ejemplo 8-2: Sea W = (1,2, 3, 4) y sea 
Q = ((1, 3), (4, 2), (4, 4), (2, 4)) 
no es una relación antisimétrica en W, pues 
(42)ER у (2,4)Е@® 


Ejemplo 8-3: Sea « una familia de conjuntos, y sea GR la relación definida en af por «х es un subconjunto 
de y». Esta relación @ es antisimétrica porque 


ACByBCA implica A=B 


Observación 6-3: Sea D la diagonal de A х A, esto es, el conjunto de todos los pares ordenados 
(а, а)в A х A. Entonces una relación @ en А es antisimétrica si, y solamente si, 
япа: ср 


RELACIONES TRANSITIVAS 
Una relación @ en un conjunto А se dice relación transitiva si 
la, Б)Е @ y (b, c)eR implica (a, c)eR 
O sea que si a está relacionado con b, у b está relacionado соп с, entonces a está relacionado con с. 
Ejemplo 9-1: Sea А el conjunto de gentes de la Tierra. Sea Q la relación en A definida por el enunciado for- 


mal «х ama a y». Si a ama а b y b ата a с, no se sigue necesariamente que a ama а с. Así 
que Q no es una relación transitiva. 


Ejemplo 9-2: Sea Q la relación definida en los números reales por «х es menor que y». Entonces, como 
ya se ha demostrado, 


“Ta<byb<c implica a<c 
Por tanto, @ es una relación transitiva. 
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* Ejemplo 9-3: Sea W = ja, Б. с} y sea 
Q = [(a, Б), (е, b), (b, a). (а. с)} 
Esta relación @ no es transitiva porque 
(с. Б)Е8 у (b,aJeR pero (с. а)# Я 
Ejemplo 9-4: Dada s, una familia фе conjuntos, sea @ : relación definida еп sf рог «х es un subconjunto 
de y». Aquí Я es una relación transitiva porque 
ACByBCC implica ACC 


RELACIONES DE EQUIVALENCIA 
“Una relación еп un conjunto А es una relación de equivalencia si 


(1) Q es reflexiva, esto es, para todo ак A, (a. а). 
(2) Q es simétrica, esto es, (a. Б)Е Q implica (№. а)= Q. 
(3) Q es transitiva, esto es, (a, b)e 6, y (b, c)e Q implican (a, c)e A. 


Más adelante se hará un estudio más completo de las relaciones de equivalencia en conjuntos. Baste 
ahora con dos ejemplos de relaciones de equivalencia. 
Ejemplo 10-1: Sea A el conjunto de triángulos del plano cuclidiano. Sea @ la relación en A definida por 
«x es semejante a y». Entonces, como se demuestra en geometría, @ es reflexiva, simétrica 
y transitiva y. por tanto, @ es una relación de equivalencia. 
Ejemplo 10-2: El ejemplo más importante de relación de equivalencia es el de la «igualdad». Para cuales- 
quiera elementos en todo conjunto: 
(1) а=а, 
(2) а= Б implica Б =a 
(3) a=b y b = с implican a = с. 


DOMINIO DE DEFINICION Y DOMINIO DE IMAGENES DE UNA RELACION 


Sea Я una relación entre А y B, es decir, sea Q un subconjunto de A х B. El dominio de definición D 
o dominio simplemente de la relación @ es el conjunto de todos los primeros elementos de los pares or- 
denados que pertenecen а Q, o sea 
D = {a |as A, (а, b)eR) 


El dominio de imágenes E de la relación Q consiste еп todos los segundos elementos que aparecen en 
los pares ordenados, o sea 
E = {b|beB, (a, b)£ Q} 


Se ve que el dominio de definición de una relación entre A y B es un subconjunto de A y que su domi- 

nio de imágenes es un subconjunto de B. 

Ejemplo 11-1: Sean А = {1, 2; 3, 4}, B = (а, b, c} y 

Q (2. a), (4, a), (4. с)} 
Aquí el dominio de definición de @ es el conjunto 
(2. 4) y el dominio de imágenes de es el conjun- 
to {а.с}. 

Ejemplo 11-2: Sea la relación Q definida en los números reales 
por el enunciado formal «4x? + 9y? = 36». Se 
muestra @ en el diagrama de coordenadas cartesia- 
nas de R x Ren la figura de la derecha. El dominio 
de definición de @ es el intervalo cerrado [—3, 3] 
y el dominio de imágenes de A es el intervalo ce- 
Trado [-2. 2]. 

Observación 6-4: Sea una relación Q entre A y B representada en un diagrama de coordenadas de 
A х В. Entonces a £ А está en el dominio de Q si, y solamente si, la vertical por a 
contiene un punto del grafo de Q. Asimismo, b є B está en el dominio de imágenes 
de Q si, y solamente si, la horizental por b contiene un punto del grafo de @. 
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RELACIONES Y FUNCIONES 
Repitamos la 


Definición 5-1: Una función f de А en В ез un subconjunto de A х В en cl cual cada a £ A aparec 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 


Como todo subconjunto de А х В es una relación, una función es un tipo especial de relación. 
Así, por ejemplo, los términos «dominio de definición» y «dominio de imágenes» aparecen tanto en el 
estudio de las funciones como en el de las relaciones. 

Problema importante es en matemáticas el determinar si una relación Gt definida en los números 
reales por una ecuación de la forma 


Fix, y)=0 
es o no una función. Es decir, dada la relación definida por 
F(x., у) = 0 


¿define una función у = f(x) esta relación? 
En general, este problema es en extremo difícil. Aquí solo se está en posibilidad de resolver tal pre- 
gunta en el caso de ecuaciones muy sencillas. 


Ejemplo 12-1: Sea @ la relación en los números reales definida por 


Q se representa en el diagrama cartesiano R x R 
de la Figura 6-3. 


@ ез un circulo de radio 5 con el centro en el 
origen. Hay. pues, muchas verticales que contie- 
пеп más de un punto de Я y así (3, 4)e у tam- 
bién (3, —4) e Q, de modo que la relación @ no es 5 
una función. Representación de A 

Fig. 6-3 


Ejemplo 12-2: Sean A = [—5, 5]. В = [0. xo[ v sea @ la relación entre A y В definida por 
V+ 
Я se representa en el diagrama de 4 x B de la Figura 6-4. 


Q es la mitad superior de un circulo, pero aqui cada vertical contiene un punto, y solo 
uno, de Gt; por tanto. @ es una función. 


А х В en sombreado 
Representación de Я Representación de A 


Fig. 6-4 Fig. 


Ejemplo 12-3: Sea @ la relación definida en los números reales por 
2r- 3r=6 
y que se representa б. en el diagrama cartesiano de R х R de la Fig. 6-5. Aqui Я es una recta 
y cada vertical contiene un punto. y solo uno. de es. pues, una función. Además, cx- 
presando x por y en la ecuación anterior. se tiene una fórmula que define la función @: 


v= дш = 226 


www.FreeLibros.me 


38 RELACIONES [CAP. ь 
Problemas resueltos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 


L. Sea @ la relación entre A = {1, 2, 3, 4) y В = {1, 3, 5) definida por el enunciado formal «х es me- 

nor que у». 

(1) - Encontrar el conjunto de solución de Я, esto es, escribir R como un conjunto de pares 
ordenados. 

(2) Representar @ en un diagrama de coordenadas de A х В. 

Solución: 

(1) Ж esel conjunto de los pares ordenados (а, Б) A х B para los cua- 
les a < h; entonces 


Q = ((1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 5)) 1 
(2) A se representa en el diagrama de coordenadas de A х Ben la figu- 
ra de la derecha [ШЕ ЖЕШ: 


2. Sea Q la relación entre Е = |2, 3, 4, 5} y F = (3, 6, 7, 10) definida рог el enunciado formal 
«x divide a y». 
(1) Escribir @ como conjunto de pares ordenados, es decir, hallar el conjunto de solución de R. 
(2) Representar @ en un diagrama de coordenadas de E х Р. 


Solución: 10 REE 
(1) Examinense los dieciséis elementos de Е х F y elijanse aquellos pa- 
res ordenados en que el primer elemento divida al segundo: entonces 1 
Q = {(2, 6), (2. 10), (3, 3), (3, 6), (5. 10)} 6 
(2) @ aparece representada en el diagrama de coordenadas de E x F я Кы 
еп la figura de la derecha. 
т зав 
3. Ѕеа М = (a, Б, с, d) y sea una relación еп М гергеѕеп- 
tada por los puntos que se muestran en el diagrama de соог- d 
denadas de М х М en la figura de la derecha. 
(1) Decir qué es verdadero y qué falso en lo que sigue: e — 
(а) cQ b, 0) афа, (с) аф с, (d) ¿RH ò ННВ ER 008 
y ña) 
(2) Hallar {x | (x. b) e Q}, es decir, encontrar todos los 
elementos de М que están relacionados con b. )а,} . 1 
(3) Hallar {x | (d. x)e GR), esto es, encontrar todos los 
elementos de M que se relacionan con й ушЫ аъ ес 
Solución: 
(1) Notar primero que x Я у es verdadero si, y solamente si, (х, y) pertenece a Ф. 
(а) Falso, pues (с, В)#@. (с) Verdadero, pues (a, с)# Q. 


(b) Falso, pues (4, a)e Q. (d) Falso, pues (b, Б) Е. 


(2) Га horizontal por b contiene todos los puntos de еп los que h aparece de segundo elemento; contiene los 
pares ordenados (a, В). (b, b) y (d, b) de (A. Asi que el conjunto pedido es (а, b, d}. 


(3) La vertical por d contiene todos los puntos de @ en que d aparece como primer elemento; contiene los pun- 
tos (d, a) y (d, b) de (A. Asi que (a. b} es el conjunto pedido. 


4. Cada uno de los enunciados formales siguientes define una relación en los números reales. Repre- 
sentar cada relación en un diagrama cartesiano de R х R. 


(1) у=з° (8) у<3-х (5) y=x* 
(2) у= 2% (4) y= seng (6) y>=* 
Solución: 
Para representar una relación en los números reales definida por un enunciado formal tal como 
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(а) у= fia) 
(b) у> Ла) 
(e) y= Ла) 
(d) y < f) 
(e) v= fa 
lo primero representar y = f(x) como es usual. Entonces la relación, o sea el conjunto buscado, constará de los 


а (а) dey = fix) 
(b) encima de y = f(x) 
(с) encima de y en 
(d) debajo de y = fix) 
(e) debajo de y en y = f(x) 


Y así estas relaciones se representan como sigue; 


| 


(4) y =senz (6) у> 


Obsérvese de nuevo que la curva y = f(x) se hace con trazos si los puntos de у = f(x) no pertenecen a la re- 
lación. 


5. Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación en los números reales. Repre- 
sentar cada relación en el diagrama cartesiano de Я х Q. 


() 22+ < 16 (6 e1+y-16<0) (8) 22+у° = 16 
(2) 227—4): = 9 (0 22—409 > 0) (4) 2-4 <9 
Solución: 

Para representar gráficamente una relación en los números reales definida por un enunciado formal del tipo 
fix, y) < 0 (0 $, >, 2) representar primero f(x, у) = 0. La curva fix, у) = 0, en los casos simples, divide el pla- 
по еп varias regiones. La relación contendrá todos los puntos de una o más regiones posiblemente. Ensayar con uno 
o más puntos de cada región para determinar si todos los puntos de la región pertenecen о no a la relación. 


La representación de cada una de las relaciones anteriores es como sigue: 


а) 12) 
> 
1 i 


P+y-16<0 т-4—9=0 
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(3) (4) 


Piy=16 zay < 9 


DOMINIOS DE DEFINICION, DOMINIOS DE IMAGENES Y RECIPROCAS 


6. Sea la relación @ = ((1, 5), (4, 5), (1, 4), (4, 6), (3, 7), (7, 6))- 
Averiguar (1)el dominio de definición дей, (2) el dominio de imágenes de Q, (3) la recíproca de R. 
Solución: 


(1) El dominio de definición de @ es el conjunto de los primeros elementos de Q; ese dominio de Я es 


{1,4,3,7} 
(2) El dominio de imágenes de (R es el conjuntc de los segundos elementos de (R; asi que este dominio de imá- 
genes es {5, 4,6,7) 


(3) La recíproca de (A consiste en los mismos pares que (R, pero en orden inverso; entonces 
A! = {(5, 1), (5, 4), (4, 1), (6, 4), (7, 3), (6, 7) 


7. Sea Т = (1,2, 3, 4, 5), y sea una relación @ en Т representada por el conjunto de puntos que se 
indican en el siguiente diagrama de coordenadas de Т х Т. 


1234 5 


Hallar (1) el dominio de definición de Q, (2) el dominio de imágenes de Q, (3) la recíproca de Я. 
(4) Representar (R7* en el diagrama de coordenadas de Т х T. 
Solución: 
(1) El elemento xe T esta en el dominio de definición de A si, y solamente si, la vertical por х contiene un 
punto de Q. Asi que el dominio de definición de @ es el conjunto (2, 4, 5), pues la vertical por cada uno 
de estos elementos, y solo por éstos, contiene puntos de Я. 
(2) El elemento хє Т está en el dominio de imágenes de @ si, y solamente si, la horizontal рог х contiene un 
punto de Я. Así que dicho dominio de imágenes de @ es el conjunto (1, 2, 4), pues la horizontal por cada 
uno de estos elementos, y solo por éstos, contiene al menos un punto de Q. 
(3) Como 
@_ = 10,1), (2, 4), (4, 2), (4, 4), (5, 2)) 
Q = {(1, 2), (4, 2), (2, 4), (4, 4), (2, 5)) 


(4) Q`' se representa en el diagrama de coordenadas de Т х T como sigue: 


12345 
Representación de R7! 
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9. 


10. 


Sea @ = {(х, у) | хе К, ує К, 4x? + 9у? = 36). La representación de Q en el diagrama de 
Ех К es: 


Hallar (1) el dominio de definición de GR, (2) el dominio de imágenes de Q, (3) @^!. 
Solución: 
(1) El dominio de definición de @ es el intervalo [—3, 3], pues la vertical por cada uno de estos números, y 
solo éstos, contiene al menos un punto de Я. 
(2) El dominio de imágenes de es el intervalo [—2, 2], pues la horizontal por cada uno de estos elementos, 
y solo por éstos, contiene al menos un punto de GR 
(3) A”! se encuentra intercambiando х e y en el enunciado formal que define a Gt, luego 


Q! = ((x, y) | xE R, yE R, 9x? + 4y? = 36) 


¿Qué relaciones, si las hay, existen entre el dominio de definición y el de imágenes de una rela- 
ción Я y entre los mismos dominios de R- '? 
Solución: 

Como @7! tiene los mismos pares que Я excepto que los tiene en orden inverso, cada primer elemento en 
ЯЯ ез segundo elemento en (R”*, y cada segundo elemento en @ es primer elemento en Я *. En consecuencia, 
el dominio de definición de @ es el dominio de imágenes de A”! y el dominio de imágenes de R es el dominio 
de definición de A 7*, 


Sea Ф la relación en los números naturales N = (1, 2, 3,... } definida por el enunciado formal 
«2x + y = 10», es decir, 

Q = ((x, y)]xeN, yeN, 2x + y = 10} 
Dar (1) el dominio de definición de Я, (2) el dominio de imágenes de RR, (3) A7!. 


Solución: 
Observar primero que el conjunto de solución de 2x + y = 10 es 


Q = ((1, 8), (2, 6), (3, 4), (4, 2)} 

no obstante haber infinitos elementos en N. 

(1) El dominio de definición de Я, que consiste en los primeros elementos de Q, es {1, 2, 3, 4). 

(2) El dominio de imágenes de Я, que consiste en los segundos elementos de Q, es (8, 6, 4, 2}. 

(3) A”! se obtiene intercambiando х e y en el enunciado formal que define a (A; por tanto, 

Q`! = ((x, y) | xeN yE М, x + 2у = 10) 
Si, pues como R”* contiene los mismos pares que Я pero en orden inverso, A”! se puede definir рог 
Q! = ((8, 1), (6, 2), (4, 3), (2, 4)) 


RELACIONES REFLEXIVAS 


п. 


12. 


¿Cuándo una relación еп un conjunto А es no reflexiva? 
Solución: 
Q es no reflexiva si hay al menos un elemento a £ А tal que (a, a) A. 


Sean W = (1,2, 3, 4) y @ = {(1, 0), (1, 3), (2, 2) (3, 1), (4, 4)). ¿Es reflexiva Q? 
Solución: 
Q es no reflexiva porque 3 £ W y (3, 3)£ Q. 
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13. Sea А un conjunto cualquiera y sea Р la «diagonal» de A х A, es decir, D es el conjunto de todos 


14. 


los (a, a) con az А. ¿Qué relación hay entre todas las relaciones reflexivas Я еп A y D? 
Solución: 

Toda relación reflexiva A en A debe contener la «diagonal», es decir, que D es un subconjunto de R si A 
es reflexiva. 


Los siguientes enunciados formales definen cada uno una relación @ en los números naturales №. 
Decir en cada caso si la relación es о no reflexiva. 


(1) «х es menor o igual que у». B) «a+ у= 10». 
(2) «х divide a y». (4) «х e y son primos relativos». 
Solución: 


(1) Como а& a para todo a € М, (а, а) e Q. Asi que @ es reflexiva. 

(2) Puesto que todo número se divide a si mismo, la relación es reflexiva. 

(3) Siendo 3 + 3 # 10, 3 no cstá relacionado sonsigo mismo y, por tanto, Я no es reflexiva. 
(4) El máximo común divisor de 5 у 5 ез 5; asi, pues, (5, 5) £ Q, con lo que Я no es reflexiva. 


Sea E = (1, 2, 3). Examínense las siguientes relaciones en Е: 
A, = ((1, 2), B, 2), (2, 2), (2, 3) Qu = {(1, 2) 
8, = {(1, 2), 0, 3), (1, 3) 9; =ExE 
Q, = {(1, 1), (2, 2), (2, 3), (3. 2), (3, 3) 

Decir de cada una de estas relaciones si es о no reflexiva. 

Solución: 


Si una relación en E es reflexiva, entonces (1, 1), (2, 2) y (3, 3) deben pertenecer a la relación. Así, pues, 
únicamente GR, y Qs son reflexivas. 


RELACIONES SIMETRICAS 


16. 


17. 


19. 


¿Cuándo una relación @ en un conjunto А es no simétrica? 
Solución: 
Q es no simétrica si hay elementos a £ A, b £ A tales que 
(а, ЕЯ, (b,a) Q 


Nótese que a + b, sino (a, Б) є @ implica (b, а) A 


Dados V = (1, 2, 3, 4) у = ((1, 2). (3, 4), (2, 1), (3, 3), ¿es A simétrica? 
Solución: 
Q ез no simétrica, puesto que 3 £ V, 4 € V, (3,4) @ y (4,3)#@. 


¿Hay algún conjunto A en que toda relación en A sea simétrica? 
Solución: 
Si A es el conjunto vacio o si A solamente tiene un elemento, entonces toda relación en А es simétrica. 


Cada uno de los enunciados formales siguientes define una relación @ en los números naturales N. 
Decir de cada una si es o no una relación simétrica. 
(1) «х es menor o igual que y». (3) «x+ y = 10». 
(2) «х divide a y». (4) «х + 2у = 10» 
Solución: 
(1) Сото 3< 5 pero 54 3, (3, 5) є Q у (5, 3) # Q. Asi que Q no es simétrica. 
(2) Como 2 divide а 4 pero no divide а 2, (2, 4) Е Я y (4, 2) # Q. Y así, pues, Q es no simétrica. 
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20. 


21. 


(3) 812+ b= 10, b+ a = 10; es decir, que si (a, b)e Q aqui se sigue que (b, а) = Я. Q es, pues, simétrica. 
(4) Se ve que (2, 4) = Я pero que (4, 2) £ Q, es decir, que 2 + 2(4) = 10 pero 4 + 2(2) + 10. Я es no simé- 
trica. 


Dado Е = {1, 2, 3), sean las siguientes relaciones en E: 


Qi = {(1, 1), @2, 1), @ 2), 3, 2), (, 3) a = {@, 1), (3, 2), (3) 
@ = {(1, D} Q= Ex E 
Q; = {(1, 2} 


Establecer si estas relaciones son o no simétricas. 


Solución: 
(1) 9, es no simétrica puesto que (2, 1), pero (1, 2) #1. (4) Qu es simétrica. 
(2) Q, es simétrica. (5) Qs es simétrica. 


(3) Q, по es simétrica ya que (1, 2) Q pero (2, 1) £ Qy. 


Demostrar: Sean Q y @' relaciones simétricas en un conjunto A; entonces R A @' es una relación 
simétrica en A. 
Solución: 

Siendo @ y @' subconjuntos de A х А, entonces @ N @' también es un subconjunto de A x А y, por con- 
siguiente, es una relación en A. 

Sea (a, b) e R A @'. Entonces (a, б) e @ y (a, b) £ R’. Como Q y A' son simétricas, (b, a) pertenece también 
a Q y (b, a) pertenece también а Q’; luego (b, a)e 9. 

Queda demostrado que (a, b)e Г\ @' implica (b, a)e @ Г\@' y que, por tanto, R ГҮ@' es simétrica. 


RELACIONES ANTISIMETRICAS 


22. 


25, 


¿Cuándo una relación @ еп un conjunto A es по antisimétrica? 
Solución: 
Я es no antisimétrica si hay elementos a £ A, be А, a + b, tales que (a, b) € @ y (b, a) e A. 


Sea W = (1,2, 3, 4) y = ((1, 2), (3, 4), (2, 2), (3, 3), (2, 1)). ¿Es Q antisimétrica? 
Solución: 
Q es no antisimétrica, porque 1 £ W, 22 W, 1 # 2, (1, 2) Яу (2, 1). 


¿Puede una relación еп un conjunto A ser simétrica y antisimétrica? 
Solución: » 
Cualquier subconjunto de la «diagonal» de A х A, esto es, cualquier relación @ en A en la que 
(a, b) e A implique a = b 


es tanto simétrica como antisimétrica. 


Sea Е = (1, 2, 3). Considérense las siguientes relaciones en E: 


Q, = {(1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (2, 3) Q, = {(1, 1), (2, 3), (3, 2)} 
@, = {(1, 1)} Rs=ExE 
9 = ((1, d} 


Decir de cada relación si es о по antisimétrica. 
Solución: 

(1) GR, no es antisimétrica, pues (3, 2) € Gt, y (2,3)e @,. 
(2) Gt, es antisimétrica. 

(3) GR, es antisimétrica. 

(4) Я, no es antisimétrica, porque (2, 3) £ Q4 y (3.2) e Qu- 
(5) Qs no es antisimétrica, por la misma razón que en Qa. 
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Sea Е = (1, 2, 3). Dar un ejemplo de una relación Я en Е que no sea simétrica ni anii- 
simétrica. 
Solución: 

La relación @ = {(1, 2), (2, 1), (2, 3)) no es simétrica porque (2, 3) e A pero (3, 2) € Q. 

Q tampoco es antisimétrica porque (1, 2) @ y (2, 1) ER. 


Cada uno de los siguientes enunciados formales define una relación @ en los números naturales №. 
Decir de cada relación si es o no antisimétrica. 
(1) «х es menor o igual que у» (3) «х + 2у = 10» 
(2) «х es menor que у» (4) «х divide a у» 
Solución: 
(1) Como as b y bS a implican a = b, ( es antisimétrica. 
(2) Sia + b, entonces bien a < b o bien b < a; asi que A es antisimétrica. 
(3) El conjunto de solución es @* = ((2, 4), (4, 3), (6, 2), (8, 1)). Obsérvese que A N A"! = Ø, que es un sub- 
conjunto de la «diagonal» de У х М. Asi que Я es antisimétrica 
(4) Como a divide a b y b divide a a implican a = b, Я es antisimétrica. 


RELACIONES TRANSITIVAS 


28. 


29. 


31. 


¿Cuándo una relación en un conjunto А es no transitiva? 
Solución: 
Я es no transitiva si hay elementos а, b y с de A no necesariamente distintos, tales que 


(а, Б)Е, (b,c)ER pero (а, с) 


Sean W = (1, 2, 3, 4) y = ((1, 2), (4, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 1)). ¿Es @ transitiva? 
Solución: 
Q no es transitiva, pues (4, 3) & Q, (3, 1) € Я pero (4, 1)#@. 


Sean W = (1, 2, 3, 4) y Q = ((, 2), (2, 3), (1, 4), (3, 2)). ¿Es Q transitiva? 
Solución: 
Q no es transitiva, puesto que (3, 2) £ Q, (2, 3) є R pero (3, 3)£ Q. 


Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación @ en los números naturales N. 
Decir de cada relación si es transitiva о no. 


(1) «х es menor о igual a y» (3) «х+у= 10» 
(0) «х divide у» (4) «х + 2y = 5 
Solución: 


(1) Como a£ by b< c implican a 5 с, la relación es transitiva. 
(2) Si x divide a y e y divide a z, entonces x divide a z, esto es, 


(х, у) @, (,z)eR implica (х, г) 


Así que Q es transitiva. 
(3) Obsérvese que 2 + 8 = 10,8 + 2 = 10 y2 + 2 # 10, < decir, 


(2, 8)E @, (8,2)ER рео (2,2)#@ 


Así que @ no es transitiva. 
(4) Q по es transitiva, puesto que (3, 1) =, (1, 2) @ pero (3, 2) £ Q; esto es, 


3+2(1)=5,1 +22) 25 pero 3+ 22)45 
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32. Demostrar: Si una relación (R es transitiva, entonces su relación recíproca QT! también lo es. 


Solución: 

Sean (a, b) y (b, с) elementos de 97'; entonces (с, В) @ y (b, а). Como Q es transitiva, (с, a) 
también pertenece a Q; luego (а, c)e R7! 

Queda demostrado que (a, В) € #7", (> c) e 9! implican (a, с)є Q7}; luego A”! es transitiva. 


Dado Е = (1, 2, 3), sean las siguientes relaciones en E: 


A, = ((1, 2), 0, 2) 9, = ((1, 1) 
Q, = {(1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 1), (1, D} 9; = Ех Е 
9 = (01, 2) 


Establecer еп cada relación si es о по transitiva. 
Solución: 
Todas las relaciones son transitivas menos la (A), que no lo es porque 


Q, De, (1, 2)= 8, pero (2,2)#@, 


RELACIONES Y FUNCIONES 


34. 


Dado W = (1, 2, 3, 4), sean las relaciones siguientes en W: 


Q, = ((1. 2), (2, 3), (3, 4), (4, D} Q, = {(1, 2), (3, 4), (4, 1) 
@ = (01, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4) As = (0, 1), (4, 4), (3, 1), (2, 3)} 
Q, = (01, 1), (2. 1), (3, 1), (4, D} 


Decir де cada una de estas relaciones si es o по una función de W en W. 
Solución: 
Primero tener en cuenta que una relación @ en W es una función de W en W si, y solamente si, todo a e W 
aparece como primer elemento en un par ordenadc бе Q, y solo en uno. 
(1) 9, es una función. 3 
(2) Q; no es una función porque 1 e W y 1 aparece como primer elemento en (1, 1)£ @, y en (1, 2) £ y. 
(3) Ф; es una función. 
(4) Я, no es una función porque 2 є W, pero 2 по aparece de primer elemento en ningún par ordenado de Qu. 
(5) Gt, no es una función porque los dos pares ordenados diferentes (2, 1) y (2, 3), que pertenecen a (Ay, tienen 
el mismo primer elemento. 


Sean la relación Ф entre А у В representada en el diagrama de coordenadas de А х В. ¿Cómo 
se podría determinar geométricamente si @ es o no es una función de A en В? 

Solución: 

Si toda vertical contiene solamente un punto de Q, entonces Q es una función de A en В. 


Sean A = [-4, 4], В = [0,4], С = [-2, 0] y D = [-4, 0] y el enunciado formal “P(x, у) que 
dice «х2 + y? = 16». De la consideración de las siguientes relaciones 


(1) A, = (4, В, Р(х, y) (4) Qu = (4, С, Р(х, y) 
(2) Q = (В, A, Р(х, y) (5) As = (4, D, Р(х, y) 
(3) Q, = (В, В, Р(х, y) 


concluir cuáles son funciones y cuáles по lo son. 
Solución: 

Nótese primero que la relación @ en los números reales definida por х? + у? = 16 comprende los puntos 
de un círculo de radio 4 con centro en el origen, como se ve en la Figura 6-6. 


www.FreeLibros.me 


96 RELACIONES [CAP. 6 


А х В сп sombreado 
Representación de R Representación de A 
Fig. 6-6 Fig. 6-7 
(1) Representar А х В en el diagrama cartesiano de R х R indicando @ por sombreado del área apropiada 
como se ve en la Figura 6-7. 
La intersección del círculo A con А х В es @,. Nótese que cada vertical por A contiene precisamente 
un punto de GR, lo que hace que Q, sea una función. 
(2) Representar B х A y @ en un diagrama cartesiano como se ve en la Figura 6-8. 
Q = QN (B x A). Se ve que hay vertical por elementos de В que contienen dos puntos de (1; lue- 
go @, no es una función. 


В х А еп sombreado В х В еп sombreado 
Representación de A Representación de @ 
Fig.6-8 Fig. 6-9 


(3 


Representar В х Ву @ еп el diagrama cartesiano de R х А сото se ve en la Figura 6-9. 

Cada vertical por cada elemento de В contiene precisamente un punto de Ay = AN (B х B); así 
que Gt, es una función. 
(4) Representar A х Су @ en el diagrama cartesiano de А х R como en la Figura 6-10. 

La vertical por 0є А no contiene ningún punto de Qe, Qu = Q N (4 х С); luego A, no es 
una función. 


А х Cen sombreado A х Den sombreado 
Representación de A М Representación de A 
Fig. 6-10 Fig. 6-11 


(5) Representar А х D y @ en un diagrama de coordenadas de R х R como en la Figura 6-11. 
Notar que cada vertical por cualquier elemento de А contiene precisamente un punto de Q, = 
QN (A х D) у, por tanto, @ es una función de A en D. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
37. Sea Q la relación en los números naturales N definida por el enunciado formal «(х — y) es divisi- 
ble por 5»; es decir, 


@ = {(х, y)|xeN, ує М, (x— у) es divisible por 5} 


Demostrar que @ es una relación de equivalencia. 
Solución: 
Sea a € N; entonces (a — а) = 0 es divisible por 5 y, por tanto, (a, a) e (A, con lo que @ es reflexiva. 
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39. 


40. 


Sea (а, b) € Q; entonces (a — Б) es divisible por 5 y, por tanto, (b — а) = —(a — Б) también es divisible 

por 5. Por lo cue (b, a) pertenece a R. Como 
(a, b)eR implica (b,a)e A 

Q es simétrica. 

Sean (a, b) є @ y (Б, с) e Q; entonces (a — b) y (b — с) son divisibles por 5. Por tanto, (а — c) = (a — Б) + 
(b — с) es también divisible por 5, esto es, (a, с) pertenece а R. Como 

(a, b)EQ y (b,c)eR implica (а, с)ЕЯ 

Q es transitiva. 

Siendo @ reflexiva, simétrica y transitiva, @ es, por definición, una relación de equivalencia. 


Sean @ y @' relaciones en un conjunto А. Demostrar las siguientes proposiciones 


(1) Si @ es simétrica y si (R' es simétrica, entonces RU A” es simétrica. 

(2) Si es reflexiva y @' es una relación cualquiera, entonces R U A” es reflexiva. 

Solución: 

(1) Si (a, 6) e Q U Q’, entonces (а, b) pertenece a @ o а @', que son simétricas. Luego (b, a) pertenece también 
a R o a @', o sea que (b, a) e RU y RU Res simétrica. 

(2) Res reflexiva si, y solo si, @ contiene la «diagonal» D de 4-х A. Pero D С @ y ACRUR implican 
D C R U R’. Por consiguiente, Я U @' es reflexiva. 


Sean R y Q’ relaciones en un conjunto A. Demostrar la falsedad de los siguientes razonamientos 
valiéndose de un contraejemplo, es decir, de un ejemplo en que el razonamiento no es verdadero. 


(1) Si Я es antisimétrica y @' es antisimétrica, entonces Q U @' es antisimétrica. 
(2) Si Q es transitiva у Q’ es transitiva, entonces Q |J R' es transitiva. 
Solución: 


(1) Q = ((1, 2)) y @' = ((2, 1)) son ambas antisimétricas; pero Q U Q’ = ((1, 2), (2, 1)} no es antisimé- 
trica. 


(2) Q = (01, 2)} y @' = ((2, 3)} son cada una transitivas, pero RU R'= {(1, 2), (2, 3)} по es transitiva. 


Sean а 
e 


(0х. y) |хЕА, yeR, y =x%) 
{(x, y)|xeR УЕА, y =х +2) 


Notar que Я y Q’ son ambas relaciones en los números reales. 

(1) Representar la relación Q A Q’ en el diagrama cartesiano de R х R. 

(2) Averiguar el dominio de definición de R AN GR”. 

(3) Averiguar el dominio de imágenes de RN A”. 

Solución: 

(1) Representar @ en un diagrama de А х А сото en el Problema 4 rayando @ con trazos inclinados a la de- 
recha (////); y en el mismo diagrama representar Q’ con trazos inclinados а la izquierda (\\\\), como se ve 
еп la Fig. 6-12. El área con doble rayado es Я A Q’. Asi aparece A Г\ Q' representado en la Figura 6-13. 


Representación de @ y R 
Fig. 6-12 Fig. 6-13 


www.FreeLibros.me 


98 RELACIONES [CAP. 6 


(2) El dominio de definición de @ N @` es [—1, 2], pues toda vertical por cada punto de este intervalo, y solo 
por esos puntos, contiene un punto de R N A”. 
El dominio de imágenes de Gt A) R’ es [0, 4], porque toda horizontal por cada punto de este intervalo, y 


6 
solo por esos puntos, contiene al menos un punto de RN A. 


Problemas propuestos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 


41. Sea @ una relación en A = (2, 3, 4. 5} definida por el enunciado formal «х e y son primos relativos», esto es, 
«el único divisor común de x e y es 1». 
(1) Averiguar el conjunto de solución de Gt, o lo que es lo mismo, escribir @ como un conjunto de pares ordenados. 
(2) Representar @ en un diagrama de coordenadas de 4 х А. 


42. Sea 9 la relación en В = (2, 3, 4, 5, 6) definida por el enunciado formal «|x — y] es divisible por 3». Escribir @ 
сото un conjunto de pares 


43. Dados С = (1,2, 3, 4, 5) y la relación Я en С por el conjunto de puntos representados en el siguiente diagrama 
de coordenadas de С х С: 


(1) Establecer si es verdadero o falso: (а) 1 @ 4, (b) 2@ 5, (с) 3@ 1, (d) $3. 
(2) Escribir los siguientes subconjuntos de C en forma tabular: 


(а) (= | 3z} (e) {z | (2,2) £Q} 
(0) {z | (4,2) eQ} (d) {R|xQ 5} 
Hallar (3) el dominio de definición de @, (4) el dominio de imágenes de Q, (5) A”*. 


44. Los enunciados formales que siguen definen sendas relaciones en los números reales. Representar cada relación 
en un diagrama de coordenadas de R x R. 


0) y < #—-4«+2 (8) z< 
BD у= ¿+2 (4) = =seny 


45. Sea Я = {(х,у)|х R, yE В, x? + 4y? < 16). 
(1) Representar (GR enel diagrama de R х R. Hallar (2)el dominio de definición de®, (3)el dominio de їтарепев de. 


46. Sea Q = {(x, y) | xE R, pE R, xX? — у?2 4}. 
(1) Representar @ en el diagrama cartesiano de R x R. Hallar (2) el dominio de definición de Q, (3) el dominio 
de imágenes de @. (4) Definir @ С! 
47. Sea Q la relación en los números naturales № definida por el enunciado formal «x + 3y = 12». Dicho de otra 
нин Q = {(х.у)|хєМ,ує М.х + 3y = 12} 


(1) Escribir Q como un conjunto de pares ordenados. Hallar (2) el dominio de definición де Q, (3) el dominio 
de imágenes de Q, (4) 7". 
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48. Sea Q la relación en los números naturales N definida por 2x + 4y 
(1) Escribir @ como conjunto de pares ordenados. Hallar (2) el dominio de definición de A, (3) el dominio de 
imágenes de (A, (4) R? 


RELACIONES REFLEXIVAS, SIMETRICAS, ANTISIMETRICAS Y TRANSITIVAS 
49. Dado W = (1, 2, 3, 4) considérense las siguientes relaciones en W: 


Q, = (01,1), 1,2) A = {(1, 1), 0, 2). (3,3) 
Q: = ((1, 1), 0, 3), (4,1) Ф, = жх Ии 
Q = (01,3), 0, 4) 


Establecer para cada una si es о no: (1) simétrica, (2) antisimétrica, (3) transitiva, (4) reflexiva. 


50. Establecer la verdad o falsedad de los razonamientos que siguen, suponiendo que Я y @` son relaciones en un 
conjunto А. 

(1) Si Я es simétrica, entonces @ 7! es simétric 
(2) Si Я es antisimétrica, entonces A” * es antisimétrica. 
(3) Si Я es reflexiva, entonces Я Я! + Ø. 
(4) Si @ es simétrica, entonces R N R`! # Ø. 
(5) Si Я es transitiva y (R' es transitiva, entonces A U Q’ es 1га! 
(6) Si @ es transitiva y @' es transitiva, entonces Я (7 Q’ es transitiva. 
(7) Si @ es antisimétrica y Q’ es antisimétrica, entonces @ U Я' es antisimétrica. 
(8) Si @ es antisimétrica y Q’ es antisimétrica, entonces Я (| @' es antisimétrica. 
(9) Si Я es reflexiva y Q’ es reflexiva, entonces Q U Q’ es reflexiva. 
(10) Si Я es reflexiva y Q’ es reflexiva, entonces R  (R' es reflexiva. 


51. Sea L el conjunto de rectas del plano cuclidiano y sea la relación @ definida en L рог «х es paralela а y». 
Decir si Q es о no (1) reflexiva, (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. (Sc acepta que una recta es parale- 
la a sí misma.) 


52. Dado L, el conjunto de rectas del plano euclidiano, sea Q la relación en L definida por «х es perpendicular a y». 
Decir si @ es о no (1) reflexiva, (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. 


53. Dada una familia 27 de conjuntos, sea @ la relación definida en sf рог «х es disjunto de y». Decir si R es o no 
(1) reflexiva, (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. 


54. ¿Qué clase de relación es A si (1) А97! = Y, (2) A = R7? 


55. Cada enunciado formal de los que siguen define una relación en los números naturales М. 


(1) «х es mayor que у». (3) «х por y es el cuadrado de un número». 
(2) «х es múltiplo de y». (4) «х + 3y = 12». 


Decir de cada relación si es о no (a) reflexiva, (b) simétrica, (с) antisimétrica, (d) transitiva. 


RELACIONES Y FUNCIONES 
56. Dado Т = (a, b, с, d}, considerar las siguientes relaciones еп T: 


(1) A, = ((a, b), (b, с), (с, d), (d, a)} м я, 
(2) Q, = (0, а), (c, d), (b, a), (a, b), а. b} (5) Rs 
(3) @, = ((d, с), (с, Б), (а, b), (d, dy) 


Establecer si cada relación es o no una función. 


(a, а), (b, а), (с, a), (d, а) 
(6, а), (a. с), (d, d)} 


57. Sea A = [—4,4],В = [0,4], С = [—4, 0], y sea el enunciado formal Р(х, y) que quiere decir «x? + 4y? = 16». 
Considerar las relaciones siguientes: 
(1) Q, = (4, B, Р(х, у) (3) A, = (B, A, Р(х, y) 
(2) Q3 = (A, С, Р(х, у)) (4) A, = (В, С, Р(х, y) 


Representar cada relación en un plano cartesiano сото еп el Problema 36, y establecer si la relación es о no шпа 
función. 


( 
© 
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58. Dados a = [0. <[. 8 = ] — £. 0]. C = [2 о[, D = ]-%, —2] y el enunciado formal P(x. y) que significa 
өх? = 4», considerar la relación 


Q= (X, Y. Р(х. у)) 


donde Y e Y son conjuntos desconocidos. Si Х e Y pueden ser cualesquiera de los cuatro conjuntos anteriores, ¿cuá- 
les de las dieciséis relaciones son funciones? (Sugerencia: primer: гергеѕет(аг Р(х, у) en un plano cartesiano.) 


59. Sca 4 cualquier conjunto. 
(1) ¿Hay más de una relación reflexiva en А que sea una función? 
(2) ¿Hay alguna relación reflexiva en A que sea una función? 


60. Demostrar: Si А по es vacio y @ es una relación transitiva en А que no contiene ningún «elemento de la diago- 
nal» (x. х} А х A. entonces @ no es una función en А. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
61. Considérense las siguientes relaciones en los números reales: 
Q = х. р) | хЕА. реА. х + у? < 25} 
@' = (х. у) | ХЕК. РЕК, у 24279) 
(1) Representar la relación R N Q’ en un diagrama de coordenadas de R х А. 
(2) Averiguar el dominio de definición de ANQ’. (3) Hallar el dominio de imágenes de RNA”. 


62. Considérense los siguientes conjuntos de pares de números reales, о sea relaciones en R: 


(1) ay) | 2+y!<=25) п ((2,y) | y = 3x/4) 
(2) (х,у) | z +y? = 25) п (а, у) | y = 427/9) 
(3) (my) | ау 28) ш (а, у) | y = 427/9) 
(4) (ey) | 21+ < 25) п ((x,y) | y < 32/4) 


Representar cada relación en un diagrama de coordenadas de R х R y establecer cl dominio de definición 
y el dominio de imágenes. 


63. Sea А el conjunto de las personas. Cada enunciado formal siguiente define una relación Q. Para cada una de estas 
relaciones, hallar un enunciado formal, el llamado a veces «enunciado recíproco», que defina la relación recíproca. 


(1) «x es el marido de y» (4) «х es más rico que y» 
(2) «х es mayor que у» (5) «х es más inteligente que у» 
(3) «х es más alto que у» 


64. Sean N los números naturales. Cada enunciado formal de los que siguen define una relación en N, Para cada una 
de tales relaciones, encontrar un enunciado formal que defina la relación recíproca 


(1) «х es mayor que у» (3) «х es múltiplo de у» 
(2) «х es mayor о igual que y» (4) «Әх + 3y = 30» 


Respuestas a los problemas propuestos 
4. (1) A = ((2,3), (2,5), (3,2), (3,4), (3,5), (4, 3), (4,5), (5,2), (5,3), (5, 4)) 


0) 
5 
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‚ (3,3), (3,6), (4, 4), (5, 5), (5, 2), (6, 6), (6, 33) 


Falso. (c) Falso. (d) Cierto. 
(0) Ø, (е) (2,3,4), (D (3) 

(4) (1,2, 4,5) 

111,3), (1,5), (2,1), (2, 5), (4,1), (4,3), (4,5), (5,3)) 


(2) El dominio de definición de Q es (x|x220x< 2). 
(3) El dominio de definición de @ es К. 
(4) RU = ((х, y)|xeR, уЕ В, х? — y? = —4}: 
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47. (1) Q = ((9, 1), (6, 2), (3. 3)) (3) (12,3 
(2) (9, 6,3) = {@. 9), @, 6). (3. 3); 


48. 109050909. 


49. (1) Ф, y As son simétricas. (3) Todas las relaciones son transitivas. 
(2) Solo Я; no es antisimétrica. (4) Solo (A, es reflexiva. 

50. (1) Cierta (3) Cierta (5) Falsa (7) Falsa (9) Cierta 
(2) Cierta (4) Falsa (6) Cierta (8) Cierta (10) Cierta 


51. es reflexiva, simétrica y transitiva, esto es, una relación equivalente. @ no es antisimétrica. 
52. Q es solo simétrica. 


53, Я es solo simétrica. 


1) antisimétrica, (2) simétrica. 

55. (1) antisimétrica y transitiva. 
(2) reflexiva, antisimétrica y transitiva. 
(3) reflexiva, simétrica y transitiva, esto es, una relación equivalente. 
(4) antisimétrica y transitiva. 


56. (1) Sí, (2) Sí, (3) No, (4) 51, (5) No. 


(2) 


Q; es una función 


(8) (4) 


A, по es una función Я, es una función 


58. Las únicas relaciones que son funciones son: 
@ = (С, A, Р(х, y), Q = (С, В, Р(х. y), Q = (D, A, Р(х, y), Q = (D, В, Р(х, у)). 


59. Га única relación reflexiva en un conjunto А que es una función, es la relación que solo contiene los pares orde- 
nados de la «diagonal». de A х A: define la función idéntica sobre А. Por tanto, (1) no, (2) si. 
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60. Como A + Ø, hay algún elemento a є A. Si @ es una función, hay entonces un par ordenado (а, Б) £ tal que, 
por hipótesis, a # b. Y, además, como b £ A, hay un par ordenado (b, с) e @ tal que Р + с. Como @ es transitiva 

(a, БЕ y (b, c)eR implica (a, с)єЕ@ 


Asi 
la, b)EQ, (а, c)EQ, b +c 


Q no puede ser una función puesto que contiene dos pares ordenados diferentes con el mismo primer elemento. 


6. (1) 
ANA en sombreado 
(2) [-3,8) 
(8) [0,5] 
62. (1) 
El dominio de definición es [—5 4] El dominio de definición es А 
El dominio de imágenes es [ —3. 5] El dominio de imágenes es (4, «o[ 
(3) (4) 
El dominio de definición es R El dominio de definición es {x 
El dominio de imágenes es [—5, о El dominio de imágenes es {x | 5 < x < 3} 


63. (1) «х ез la esposa de у» 
(2) «х es menor que у» 
(3) «х es más bajo que у» 
(4) «х es más pobre que у» 
(5) «х es menos inteligente que y» 


64. (1) «х es menor que y» 
(2) «х es menor o igual que y» 
(3) «у divide a у» о «x es un factor de y» 
(4) «Зх + 2у = 30» 


www.FreeLibros.me 


Capítulo 7 


Complementos a la teoría de conjuntos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS 


Las operaciones de unión, intersección y de complemento entre conjuntos cumplen varias leyes, 
es decir, verifican ciertas identidades. En la Tabla 1 se enuncian estas leyes, la mayoría de las cuales 
ya se han visto y demostrado en el Capítulo 2. Hay una rama de las matemáticas en que se investiga 
la teoría de conjuntos estudiando aquellos teoremas que se deducen de estas leyes, es decir, aquellos 
teoremas cuya demostración requiere de estas leyes y solo de ellas. Se dirá que las leyes de la Tabla 1 
y sus consecuencias constituyen el álgebra de conjuntos. 


к — — 
LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS 
| 
Leyes de idempotencia 

la. AUA = А lb ANA = А 
| 
Leyes asociativas | 
2a. (AUBJUC = AU(BUC) 2b. (ANBINC = AN(BNC) 
Leyes conmutativas 
За. АОВ = BUA 3b. ANB = BNA 
Leyes distributivas 
4а. AU(BNC) = (AUB)N(AUC) 4b. AN(BUC) = (ANB)U(ANC) 
Leyes de identidad 
5а. AUD = А Bb. ANU = А 
ба. AUU = U в. Апр = Ø 
Leyes de complemento 
1а. Т. ANA” 
8а. 8b. U' 
Leyes de De Morgan 
9а. (АОВ) = А'пВ' 9b. (ANBY = А'ОВ' 


Tabla 1 


Es de notar que el concepto de «elemento» y la relación «a pertenece a A» no aparecen en ninguna 
parte en la Tabla 1. Aunque estos conceptos eran esenciales para el desarrollo previo de la teoría de 
conjuntos, no aparecen al investigar el álgebra de conjuntos. La relación «А es un subconjunto de В» 
se define en esta álgebra de conjuntos por 


АСВ significa AMB=A 
104 
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Por vía de ejemplo se demuestran dos teoremas de esta álgebra de conjuntos, es decir, se demues- 
tran los dos teoremas siguientes que se deducen directamente de las leyes de la Tabla 1. En la sección 
de problemas se dan otros teoremas y demostraciones. 


Ejemplo 1-1: Demostrar (4U 8) 0 (4 U 8) = A 
Proposición Razón 
L MAUBINUUB)=AVUV(IBNB) 4. Ley distributiva 
2 BNB=SY 2. Ley del complemento 
3. AUBIN(AUB)=AUY 3. Sustitución 
4 AUD=A 4. Ley de identidad 
5. MUBIN(AUB)=A 5. Sustitución 
Ejemplo 1-2: Demostrar: AC By ВСС implica АС С. 
Proposición Razón 
1 ANByB=BNC 1. Definición de subconjuntos 
2 A=AN(BNC) = 2. Sustitución 
3 А=(АГ\В)Г\С 3. Ley asociativa 
4 ¿A=ANC 4. Sustitución 
5 cipë Í t 5.. Definición de subconjunto 


PRINCIPIO DE DUALIDAD ү? 


BAT 
Si se intercambian U y (\ como también U y Ø en cualquier razonamiento sobre conjuntos, el 
nuevo enunciado resultante se Пата dual del primero. 


Ejemplo 2-1: El dual de 
(UUBNIAUD)=A 

es 
(DNBUIANU)=A 


Obsérvese que la dual de cada ley de la Tabla 1 está también en la Tabla 1, hecho sumamente im- 
portante por el siguiente principio: 


Principio de dualidad: Si ciertos axiomas implican sus propios duales, entonces el dual de cualquier 
teorema que sea consecuencia de los axiomas, es también consecuencia de 
los axiomas. Pues dados cualquier teorema y su demostración, el dual del 

- teorema se puede demostrar del mismo modo empleando el dual de cada paso 
de la primera demostración. 


Así se aplica el principio de dualidad al álgebra de conjuntos. 
Ejemplo 2-2: Demostrar: (4 N В) (4N B’) = A. 


El dual de este teorema está demostrado en el Ejemplo 1-1; por tanto, este teorema es 
cierto por el principio de dualidad. 


CONJUNTOS INDIZADOSt 
Sean los conjuntos 
A, = {1,10}, 4A,=(2,4,6,10), 43=(3,6,9, A, = {4,8}, As = {5, 6, 10} 


y el conjunto 
I= {1,2, 3, 4, 5} 


Se ve que a cada elemento ¡ є / corresponde un conjunto A;. Se dice entonces que Г ез el conjunto de in- 


dices, que los conjuntos {4;, ....., As} están indizados y que la i suscrita de A;, es decir, cada ¡e /, es 
un índice. Una familia semejante de conjuntos indizados se denota por 
{Aher 


+ No hay mejor traducción para un verbo ya corriente en francés y en inglés que esta palabra, por lo demás perfectamente 
bien formada, clara y concisa. 
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Una familia indizada de conjuntos se puede considerar desde otro punto de vista, ya que a cada 
elemento ¿e Г se le asigna un conjunto 4;. Se establece entonces la 
Definición 7-1: Una familia indizada de conjuntos (4;);., es una función 
SIA 


en que el dominio de definición de f es el conjunto de índices / y el dominio de imá- 
genes de f es una familia de conjuntos. 


Ejemplo 3-1: Definido В, = {x |0 = х = (1/n)}, donde n E'N, los números naturales. Entonces 
B, = [0, 1], B, = [0, $], ... 
Ejemplo 3-2: Sea / el conjunto de las palabras españolas е je /. Definiendo 
Р, = {х | х es una letra de la palabra ¡e 1; 
Si г es la palabra «palabra», entonces 
P, = {p a, l, b, r} 
Ejemplo 3-3: Оейпаѕе D, = {x | x es múltiplo de n}, donde ne М, los números naturales. Entonces 
р = {\, 2, 3, 4, ...}, р, = {2, 4, 6, 8, ...}, Ds = {3, 6, 9, 12,...} 


Es de notar que el conjunto de indices N es también D y asimismo es el conjunto universal 
para los conjuntos indizados. 


Observación 7-1: Toda familia # de conjuntos puede ser indizada por sí misma. En especial, la fun- 


ción idéntica 8-8 
es una familia indizada de conjuntos 
dica 
donde 4; £ 3 e i = A,. Es decir, el índice de cualquier conjunto de 4 es el conjunto 


mismo. 
OPERACIONES GENERALIZADAS 
Las operaciones de unión y de intersección, definidas para dos conjuntos, se generalizan fácil- 
mente por inducción а un número finito de conjuntos. Así, dados los conjuntos А,,..., А, 
Un A = AUAU... UAn 
MiMi = ANAN... NA 
Por la ley asociativa, la unión (intersección) de los conjuntos se puede efectuar agrupándolos de cual- 
quier modo; así que no es preciso utilizar paréntesis en las expresiones anteriores. 
Se generalizan estos conceptos de la siguiente manera. Sea la familia indizada de conjuntos 


(40... 
y sea JC I. Entonces Vies As 
consiste en aquellos elementos que pertenecen al menos a uno de los А, siendo ¡€ J. Así, pues, 
Vies = {х | existe un ¿e J tal que x £ Aj) 
De igual manera Dies A 
consiste en aquellos elementos que pertenecen а todos los 4,, siendo ѓє J. О lo que es lo mismo, 
Dies & = {х | x E A; para todo ¡€ J} 


Ejemplo 4-1: Sean А, = (1, 10), 4, = {2, 4, 6, 10}, А; = {3, 6, 9}, А, = (4, 8), As = (5,6, 10): 
y J= [2, 3, 5). Entonces 
С.А: = {6} y уд = {2, 4, 6, 10,.3, 9. 5} 
Ejemplo 42: Sea В, = {0, 1/n] con ne М, los números naturales. Entonces 
Nien В. = 10) у Uien B = [0. 1] 
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Ejemplo 43: Sea D, = 


|x es múltiplo de л}, donde ne № los números naturales. Entonces 


Nien Di = @ 


Existen también leyes distributivas generalizadas para un conjunto В y una familia indizada de 
conjuntos (4;);, ү. Se tiene así: 


Teorema 7-1: Dada una familia indizada de conjuntos (4;);, у, para cualquier conjunto В es 


BN(Uier А) = Vier (BNA) 
BU(Ni:1 Aj) Mier (ВО А) 


En los libros donde se escribe А + В para la unión de dos conjuntos y AB рага la intersección de 
dos conjuntos, el Teorema 7-1 se escribe 


BZA = 254: 
в+ПА = Пв+а) 


PARTICIONES 
Considerando el conjunto A = (1, 2,..., 9, 10) y los subconjuntos suyos 
B, ={4,3} В, = (7,8,10), В, = {2,5,6}, а, = {4,9} 
la familia de conjuntos 9 = (B,, В,, By, Ba) tiene dos propiedades importantes: 
(1) A ез la unión de los conjuntos de 2, o sea 
A = B, U B, U B, U Ba 
(2) Para cualesquiera conjuntos B; y B; 
o bien В; = В, o bien B,N В, = Ø. 
Se dice de una familia semejante de conjuntos que es una partición de A. Se da, pues, la 
Definición 7-2: Dada una familia (B,);., no vacía de subconjuntos de A, (B;),., es una partición 
de A si 
Ру: UiB =A 
P,: Para cualesquiera B, В, o bien B; = В„ o bien B; N B; = 2 
Y entonces cada В, se dice una clase de equivalencia de А. 
Ejemplo 5-1: Sean N= {1, 2, 3, ... }, E=(2,4,6,...) y F=(1,3:5,...). Aquí (E, F} es, pues, 
una partición de N. 
Ejemplo 5-2: Sean Т = (1,2,...,9,10) y los A = {1,3,5}, B = (2, 6, 10) y С = (4, 8, 9). En este caso 
{А, В, С} no es una partición de 7, pues 
THAUBUC 
es decir, porque 7= Т pero 7É(AUBUC) 
Ejemplo 5-3: Dado Т = (1,2,..., 9,10) y los F = {1, 3, 5, 7, 9}, G = (2,4, 10) y H = (3, 5, 6, 8). En- 
tonces (F, G, Н} no es una partición de Г porque 
FNAFD, F+4H 
Ejemplo 5-4: Sean y,, уз. уз € Ja, respectivamente, las palabras «libro», «danza», «brillo», «jeque» y sea 


A= {il, a, i, u, j, n, z, b, о, d, q, e, r} 
Definase, además, 


P, = {х |x es una letra de la palabra у} 


Aquí se tiene que (P,, Pz, Py, Pa) es una partición de A. Obsérvese que P, y Ру no son dis- 
juntos, pero по hay contradicción porque los conjuntos son iguales. (Este ejemplo es alta- 
mente instructivo; ауегірйепѕе los conjuntos Р, y verifiquese si definen una partición de 44 
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RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES 


Recuérdese la siguiente 
Definición: Una relación @ en un conjunto А es una relación de equivale 


(1) Ф es reflexiva, esto es, para todo a e А, a está relaciona 

(2) Ф es simétrica, esto es, si a está relacionado con b, entons 

(3) Ф es transitiva, esto es, si a está relacionado con b y b es 
ces a está relacionado con с. 


Se vinculan particiones y relaciones de equivalencia por el 


Teorema 7-2: Teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia: S$ 
valencia en un conjunto A y para todo a e А sea 


В, = {x | (x, а) Q} 
que es el conjunto de elementos relacionados con a. Ent 


¡LAR 
es una partición de A. 


Lo que quiere decir que una relación de equivalencia @ en un conju; 
del conjunto А al reunir todos los elementos que están relacionados entre 
valencia. 

El conjunto B, es la clase de equivalencia determinada por х y el conju 
{В,), „а. se denota por 

АЈ 
que se Пата el conjunto cociente. 
El recíproco del teorema anterior es también cierto. Se tiene, pues, 


Teorema 7-3: Sea (B,),,, una partición de A y sea @ la relación en А с. 
mal «х está en el mismo conjunto (de la familia (B;);,.1) € 
una relación de equivalencia en A. 


Así, pues, hay una correspondencia biunívoca entre todas las particio, 
las relaciones de equivalencia en A. 


Ejemplo 6-1: Еп el plano euclidiano, la semejanza de triángulos es una ress 
todos los triángulos del plano se reparten en conjuntos С. 
triángulos semejantes entre sí soñ elementos del mismo с 


Ejemplo 6-2: Sea Qs la relación definida en los enteros por 
x = y (mod 5) 


lo que se lee «х es congruente con y módulo 5» y que significa 
es Qs una relación de equivalencia. Hay cinco clases de eq. 
E, y Е,. Como todo entero х se puede expresar de una sola 

donde 0 = < 5, entonces х es un elemento de la clase «> 
resto. Así 


Е. 
Е, 


—10, —5, 0, 5, 1 
—4, 1, 6, 11, 


Е, —3, 2, 7, 12, 
Е, —2, 3, 8, 13, .. 
Е. = —1, 4, 9, 14, . 


y el conjunto cociente es 2/9, = (Eo, Ey, Ej, Ey, Es. 
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mismo; 
elacionado con а; 
¡ado con с, enton- 


relación de equi- 


milia de conjuntos 


luce una partición 
sma clase de equi- 


ses de equivalencia 


г el enunciado for- 
y». R es entonces 


conjunto А y todas 


uivalencia. Así, pues, 
тойо que todos los 


divisible por 5». Aquí 
in 2/93: Eo. En En, 
la forma x = 5q + r, 
cia Ё„ donde r es el 
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Problemas resueltos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 
1. Escribir el dual en cada uno de los casos siguientes: 
(1) (BUCNA=(BNAJU(CNA) (2) AU(4NB)=AUB (3) (AN VNU A) = D. 
Solución: 
En cada proposición intercambiar U y M, y Ø y U; así que 
@) (BNACIUA=(BUAINICUA) 0) ANMUB=A4NB (3) AUDUIUNA)=U 
_ 2. Demostrar Іа ley distributiva a la derecha: (B U С) N A = (BNAJU(CN A). 


Solución; 
Proposición Razón 
1. (BUCINA=ANIBNC) 1. Ley conmutativa 
2. =(ANBUANC) 2. Ley distributiva 
3. =(BNAJUV(ICNA) 3. Ley conmutativa 


3, Demostrar: (В N C) U A = (BU A) N (CU А). 
Solución: 


Método 1. El dual de este teorema se demostró en el Problema 2. Por tanto, el teorema es verdadero рог 
el principio de dualidad. 


Método 2. 
Proposición Razón 
1. (BNCIUA=AV(BNC) 1. Ley conmutativa 
2. = (А\) В)Г\(А\) С) 2. Ley distributiva 
3: = (BUA)NICUA) 3. Ley conmutativa 
4, Demostrar: (A N В) (4 N B') = А. 
Solución: 
Método 1. ipio de dualidad el teorema es cierto, puesto que su dual se demostró en el 
Método 2. 
Proposición Razón 
1. ANBV(ANB)=AN(BUB) 1. Ley distributiva 
2 BUB'=U 2. Ley del complemento 
3. ANBUANB)=ANU 3. Sustitución 
= 4 ANU=A 4. Ley de identidad 
5. ANBUANB)=A 5. Sustitución 
5. Demostrar: Si A U B = U, entonces А'С В. 
Solución: 
Proposición Razón 
1. UNA = 4' 1. Ley de identidad 
2. AUB=U 2. Hipótesis 
3. AUDAS =A 3. Sustitución 
4 (ANAJU(BNA)=4" 4. Ley distributiva a la derecha 
5. ØUBNA =A 5. Ley del complemento 
6 ANB=4' 6. Ley de identidad 
7. ACB 7. Definición de subconjunto 
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CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 
6. Sea A, = {x | x es múltiplo de nj, donde п є М, los números naturales. Averiguar: (1) 43 N As; 
(2) A4 N A6: (3) Use» As siendo Р el conjunto de los números primos 2, 3, 5, 7, 11,... 
Solución: 
(1) Los números divisibles poł 3 y por 5 son múltiplos de 15; entonces 
AS MÁs = Ais 
(2) Los múltiplos de 12. y solo estos números, están en ambos conjuntos А„ y Ag; азі que 
ANA = An 
(3) Todo número natural, excepto 1, es múltiplo de un número primo por lo menos; así, pues, 
Unerdi= (2. 3, 4,...} = М- {1} 


7. Sea В, = [i ¡+ 1], donde ¡e 2, los números enteros. Averiguar (1) B, U B}, (2) ByN Ba, 
(3) Vid) В, (4) Urez В, 


Solución: 
(1) B, U В, contiene todos los puntos de los intervalos [1, 2] y [2, 3]; con que 
B, U B, = [1. 3] 
(2) B, A В, contiene los puntos que están en los dos [3, 4] y [4. 5]: asi que 
B, N B, = (4) 


(3) 0018 „В, es la unión de los conjuntos [7, 8]. [8. 9]...., [18. 19}; se tiene, por tanto, 
0% ,8, = [7, 19] 
(4) Сото todo número real pertenece por lo menos a uno de los intervalos [i, i + 1J, entonces Uj, z В, = R. 


8. Dado D, = ]0, 1/n[, donde л £ N, los números naturales. Hallar: 


(1) бор, (3) рор, (5) Uiea Di, donde А es un subconjunto de № 
(2) D:NDa (4) DAD: (6) Mier Di 


Solución: 
(1) Como JO, 1/3[ es un superconjunto de JO, 1/7[. D, U D, = Ру. 
(2) Como ]0,1/20[ es un subconjunto de ]0. 1/3[, Ds N Dzo = Dio: 


(3) Sea т = min (s, 1). esto es, el menor de los dos números s y r: entonces D, es igual a D, о а D, y contiene 
al otro como subconjunto. Así, pues, D, U D, = Dw 


(4) Sea М = тах (5, г), esto es, el mayor de los dos números. Entonces D, N D, = Ом. 
(5) Sed ag А el menor número natural en A. Entonces U; 4D, = Da. 
(6) Si х es un número real, hay entonces al menos un número j, tal que x £ JO, 1/4. Por tanto, Min 2; = Ø. 


9. Demostrar: BN (Uiers A) = Vie (BN A). 
Solución: 


Si x pertenece a В (7 (Us. 1 As), entonces x € В y x € (Uie r 44); así, pues, existe un ip tal que x e Aig: Por consi- 
guiente, х pertenece a B Г\ Ai, lo cual implica que х pertenece a U; ¿1 (8 N Aj). Como x € В f (U; e, 4;) implica 
xe Ur (BONA) 


BO(Uie1 A) С Шр (BAA) 
Si y pertenece а Uy. (В N 4), hay entonces un iy 1а; que у є В Г\ An; así, pues, y € Be y € Ay. Por tanto, у 
es elemento de \ у А. Como y£ Be y € User Ai у está en BN) (U; ‚у 44). Por consiguiente, 
Use (ВпА) с BN(U;e1 A) 


Por la Definición 1-1, 
BO(U1e1 Ad = Vier (BAA) 
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10. Demostrar: Si {,4,); es una familia indizada de conjuntos y es ¡o € 1, 
Mier Ar CA; C Ures As 
Solución: 
Sea x € ГҮ, Ai; entonces x £ А, рага todo ʻe 7. En particular x £ A, Por tanto, 
Nier Ai C Aj, 
Sea y € Aw Como ip €l, ye User A+ En consecuencia 
Ay C ША, 
11. Sea la familia indizada (4/):.z.z de subconjuntos de R х R definida por 
Ary =(0 y) ]xeR rex<r+l,yeR s<y<s+1) 
(1) Representar {А yy en un diagrama de coordenadas de R х R. 


(2) Representar B= Ulzo (Uj=-2 Аһ) = О-о Uj=-2 Аиы 
en el diagrama de coordenadas де А х R y escribir В en notación constructiva. 
(3) Representar C = Uren Usen Ау, 


donde N son los números naturales, en un diagrama de coordenadas de R x R y escribir 
C en notación constructiva. 

Solución: 

U) Aan = {(х, У) lx e 02, 3), ye [3, 4)), esto es, el conjunto de puntos cuya primera coordenada está 
entre 2 у 3 y cuya segunda coordenada está entre 3 y 4. Así, A,» es la porción sombreada en la 
Figura 7-1. 


ESE] 
l- 
шшш 


Fig.7-1 Fig. 7-2 
(2) Nótese primero que В = 0 (Азю VA.) U Aow Y Aaw) 
Y B consiste en doce «cuadrados», los sombreados en la Figura 7-2. 
Así que B = ((x, y)|-2<x <2, 0 < y £3}. 
(3) Nótese primero que С = Uren (Ап © Aaw VA au) U 7) 
Asi, pues, C es lo sombreado en la Figura 7-3. 


Y entonces C = {(х, y) |x = 1, y = 1} 
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PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


12. 


14. 


Sea A = la, b, с, d, e, f, g}. Decir si las siguientes familias de conjuntos son о по particio- 
nes de A. 
(1) (В. = (a,c,e), В. = {b}, Вз = (d,9)) 
(2) (С. = (a,e,9), Сг = {c,d}, Сз = (0,6,7) } 
(8) (0. = (a,b,e,9), Р: = (с), Рз = (d, f) ) 
(4) (Е. = (a,b,c,d,e,f,9)) 
Solución: 
(1) Nótese que А + В, U В, U Ву porque fe A pero f$ (В, U В, U Ba). Así que {B,, В,, B3} no es una 
partición de A 
(2) Obsérvese que С, + Су y que, además, С, y Су no son disjuntos, puesto que e e С, y ez Cy, Así, pues, 
(Cy, С, Сз) по es una partición de А. 
(3) Сото A = D, U Р; U D; y los conjuntos son disjuntos dos a dos, {D,, Dz, Ds) es una partición de А. 
(4) Aunque (£,) consiste en un solo conjunto, es una partición de А. Es decir, para cualquier conjunto no va”'> 
A, la familia (4) es una partición de А. 


Demostrar el Teorema 7-2, o sea el teorema fundamental sobre las relaciones de equivalencia: 
Sea Q una relación de equivalencia en А y, para todo а= А, sea 


В, = {х | (х, а) Q} 
Entonces la familia de conjuntos {8,},, 4 es una partición de A. 


Solución: 
Para demostrar que {8 ,), „д es una partición de A, hay que demostrar: 

0) A= Usea Be 

(2) Si B, y B, tienen elementos en común, es decir, si B, Г\ B, + Ø, entonces B, 
Como Я es reflexiva, es decir, como cada elemento está relacionado consigo mismo, a є B, para todo a £ A; 
entonces (1) es cierto. 


Sea тє В, (1) В, Entonces 


(a Е y (2. ЕЯ 
Para demostrar que В, = В,, sea х un elemento de В, Se tiene entonces 


(х. пе 
Por ser simétrica, (2) 
y por ser transitiva, (х, ПЕ у (zjeR implican (х, 2) 
y también (х. :)є@ у (2, з) implican (x, 5) A 


Así, pues, x pertenece a В, Сото х es un elemento cualquiera de В, В, es un subconjunto де В, De 
igual manera, puede demostrarse que B, es un subconjunto de B,; por tanto, 


В, = В, 

Y еп consecuencia, {8,}, д es una partición de A. 
Dado el conjunto № х №, esto es, el conjunto de pares ordenados de números naturales, sea Q 
una relación en N х N definida por 

(a, b) está relacionado con (c, d) 

lo que se escribirá (a, b) = (c, d) 
si, y solo si, ad = bc 
Demostrar que @ es una relación de equivalencia у que, por tanto, induce una partición de N х N. 
Solución: 

Nótese que (a, b) = (a, b) ya que ab = ba. Por tanto, @ es reflexiva, 


Supuesto (a, Б) = (с, d), entonces ad = be lo que implica que ch = da. Luego (c, d) = (a, b) y @ es 
simétrica. 
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Suponiendo ahora que (а, b) = (с, d) y que (c, d) = (e, f), se tiene ad = bc y cf = de. Por tanto, 
(adKcf) = (bcXde) 
y, por cancelación en ambos lados, 
af= be 


Con lo que (a, b) = (e, f), y @ es transitiva. 
De acuerdo con todo esto, @ es una relación de equivalencia. 


Si el par ordenado (a, b) se escribe como fracción 5 la relación anterior @ es en realidad la defini- 


ción usual de igualdad de dos fracciones, es decir, = 2 si, y solo si, ad = Бс. 


15. Hallar todas las particiones de А = (a, b, с, d}. 


Solución: 
Primero obsérvese que cada partición de A contiene 1, 2, 3 ó 4 conjuntos diferentes. Las particiones son: 


а) (ба, Б, с, д) } 

(2) {la} (6,с,9)), (0), а, с, @)), (Lc), (а,Ь, d}}, (Hd), {a, b, с) }, 
(ta, b), td), ((а, с), (5,9), ((a,d), {b, с)) 

(3) Ca), (0), tc, d)), {а}, (е), {5,4}), (la), (9), (Ы, с) }, 
(0), {с}, (а, d)), (10), (d), (а, с) ), (tc), {d}, (a, b) } 


(4) (а), (0), (е), 44) 


Hay quince particiones diferentes. 


Problemas propuestos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 
16. Escribir el dual en cada uno de los siguientes casos: 


(1) AU(ANB) = А, (2) (AUUIN(AND) = Ø, (3) (AUBIN(BUC) = (ANCIUB. 
17. Demostrar: AU(A'NB) = AUB. 
18. Demostrar: AN(A'UB) = ANB. 
19. Demostrar: AU(ANB) = A. 
20. Demostrar: AN(AUB) = A. 


CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 


21. Sea A, = {х |x es múltiplo de л} = (n, 2л, 3n, ... }, donde лє М, los números naturales. 
Hallar:(1)4, N Ay; (JAN Ав; (3)43 0 Ar (AN 412; (5)4,U Am dondes,te М; (6)A, N Am 


donde з, re N. 
22. Sea В, = Ji, i + 1] un intervalo semiabierto, donde ¡e Z, los enteros. Hallar, es decir, escribir en notación de 
intervalos: 
(1) BUB; (3) UB, (51 ujko Bar: 
(2) Ban B, (4) B,UB.+1U B42, SEZ (6) Urez Bssi 


23. Sean D, = [0, 1/п], 5, = ]0, 1/1] y Т, = [0, 1/n[ donde лє М, los números naturales. Hallar: 


@) пьем Du (2) Anen Sw (3) Anen 
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24. Sea la familia indizada {А}; de subconjuntos de R х R definida рог 


Ano = (nl = т+1,8 = у 8+1) 
(Véase Problema 11.) Representar cada uno de los conjuntos que siguen en un diagrama cartesiano R х R. 
@) Aan U Ao.» Ш Аа, (2) О-о Аал, (3) Uj--2Uj=o Aci» (4) Оу (Aun UAc o). 


їп, 2n, 3n, . . . } donde n = N los números naturales, y es J un subconjunto infinito de N, en- 


Ø. 


25. Demostrar: Si A, 
tonces yes 


PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


26. Dado W = (1,2, 3, 4, 5, 6) decir si cada una de las siguientes familias de conjuntos es o no una partición de W. 


(1) (0,3, 5), (2, 4), (3,61) (з) ((1, 5), (2), (4), (1, 5), (3, 6)) 
(2) (01,5), {2}, (3, 6)) (4) ((1,2, 3, 4, 5, 6)) 


27. Hallar todas las particiones de V = (1, 2, 3). 


28. Dado el conjunto N х М de pares ordenados de números naturales, sea @ la relación еп N х N definida por 
(a, b) está relacionado con (c, d) 


que se escribirá (а, b) = (с, d) 


si, y solo si, a+d=b+c 
Demostrar que @ es una relación de equivalencia y que, por tanto, induce una partición de N х N. 


Respuestas a los problemas propuestos 
16 ()AN(M4UB)J=4 0) ANDUAVU)=U (3) ANBUIBNC)=MA4UCNB 


17. Proposición Razón 
до гВ) = (иол) а) 1. Ley distributiva 
AUA =U 2. Ley del complemento 
алои В) = опи в) 3. Sustitución 

=40в 4. Ley de identidad 


Pure 


18. Método 1. El dual de este teorema se demostró en el problema anterior, luego este teorema es cierto por el prin- 
cipio de dualidad. 


Método 2. “ 
Proposición Razón 
Апи: в) = (а) (Аг В) 1. Ley distributiva 
2. ANA =Ø 2. Ley del complemento 
з. ANW UB) =ØU (AN B) 3. Sustitución 
4. =АПВ 4. Ley de identidad 
19. Proposición Razón 
L ANU=A 1. Ley de identidad 
2. AU (4N B)= (4 NUVU (4N B) 2. Sustitución 
3. =AN(UVUB) 3. Ley distributiva 
4 ANU 4. Ley de identidad, sustitución 
5 =4 5. Ley de identidad 
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20. Métodol. El dual de este teorema se demostró en el problema que precede, así que este teorema es cierto 
por el principio de dualidad. 


Método 2. ВЕ кыш 
AUD=A Ley de identidad 

АСА О В) аА В) Sustitución 

Ley distributiva 

Ley de identidad. sustitución 
Ley de identidad 


PAP. 


П 
З, 
du 
4 
5. 


21. (1) Ауа. (2) А. (3) As (4) Aya (5) An (6) Ay. 

22. (1) 74 6]. (29, 03) )4. 21). (д Js +3), (5) Js. s +16]. (6) J- L 
23. (1) (0). D Ø. (3) 40). 

24. 


25. Sea т un número natural. Como J es infinito, existe un íp € J tal que % > т. Entonces т # A, y, por tan- 
10, MEN es As 
Como т es cualquiera, (\;,4, = Ø. 


26. (1) No, (2) No, (3) 51, (4) Si. 
27. Hay cinco particiones diferentes de И: 


(1233) (0,083) (02), (1,3)), (9, (12) (1, {2}, (3). 


28. Nótese que (a, b) = (a, b), pues a + b= b + a, así que Я es reflexiva. 
Suponiendo que (a, В) = (с, d) esa + d = b + с1о que implica que с + b = d + a. Asi que (с, d) = (2.8) 
y @ es simétrica. 
Suponiendo ahora que (a, Б) = (с, d) y que (c, d) = (e, f) se tiene entonces a + d = b + cyc +f =de 
Por tanto, 


la+d)+(0+f) = (b+c) + (d+e) 


у. restando с + d de ambos lados, a + f= b + e. Así, pues, (a, b) = (e, f) y, por tanto, As E | 
Según esto, @ es una relación de equivalencia. 


www.FreeLibros.me 


Capítulo 8 


Complementos a la teoría de funciones, operaciones 


FUNCIONES Y DIAGRAMAS 
Como ya se ha dicho antes, el simbolo 
ALB 
denota una función de A en B. De manera semejante, en el diagrama 


las letras A. В у С denotan conjuntos; las flechas f, g y A denotan funciones f: A => В, g : В — Cy 
h: A > С, y la sucesión de flechas {/, g} denota la función producto de composición o función com- 
puesta g = f: А > С. Cada una de las funciones л: A > C y g o f: A — C, o sea, cada flecha o suce- 
sión de flechas que unen a А con С se dice un camino de A a С. 


Definición 8-1: Se dice de un diagrama de funciones que es conmutativo, si para cualesquiera сопјип- 
tos X e Y del diagrama, dos caminos cualesquiera de Y a Y son equivalentes. 


Ejemplo 1-1: Suponiendo que el diagrama de funciones siguiente es conmutativo, 


D 
ЧЕ ы 
П 


А В. С 


entonces ¡h=f, gei =j yg-f=jeh=goich. 


Ejemplo 1-2: La función f: А — B y la к: B — A son recíprocas si, y solamente si, los diagramas siguien- 
tes son conmutativos 


Aqui 1, y 1, son las funciones idénticas. 


RESTRICCION Y PROLONGACION DE UNA FUNCION 


Sea f una función de A en C, es decir, sea f: A > C y sea В un subconjunto de A. Entonces f in- 
duce una función f': В —> C que se define por 
Г) = fib) 
para todo бє В. La función f' se llama restricción de f a B y se la denota por 
$18 
Ejemplo 2-1: Sea f: К — К definida por f(x) = х2. Entonces 


S|N=(0, 1), (2, 4). (3, 9), (4, 16), ...) 
es la restricción de f a N, los números naturales. 


116 
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Ejemplo 2-2: El conjunto g = {0, 5), (5, 1), (3, 7), (8, 3), (9, 5)} es una función de (2, 5, 3, 8, 9} en N. 
Y entonces 


10, 5), (3, 7), (9, 5) 


un subconjunto de g, es la restricción de g a (2, 3, 9), que es un conjunto de primeros elemen- 
tos de los pares ordenados en g. 


Se puede considerar esto desde otro punto de vista. Sea f: А — С y sea В un superconjunto de А. 
Entonces una función Е: В —> С se llama prolongación де f si, para todo a € A, 


Fla) = fía) 


Ejemplo 2-3: Sea f la función definida por f(x) = х en los números reales positivos, o sea la función idén- 
tica. Entonces la función valor absoluto 


ы = f = “==0 
=2 six<0 


es una extensión de f a todos los números reales. 
Ejemplo 2-4: Dada la función 
S=(0,2), @, 4), (7, 2) 
cuyo dominio de definición es (1, 3, 7), la función 
F= {(1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 2)) 
que es un superconjunto de la función f. es una prolongación de f. 


FUNCIONES DE CONJUNTO 
Sea f una función de A еп В y sea Т un subconjunto de А, es decir, A 2 B y T C A. Entonces 
HT) 
que se lee «f de Т», se define como el conjunto de las imágenes de los eiementos de Т. O sea, 
ҚТ) = (2 | Йа) = 2, aeT, zeB) 
Es de notar que f(T) es un subconjunto де В. 
Ejemplo 3-1: Scan A = fa, b, с, d}, T= fb, с} y В = (1,2, 3). Definida f: 4 / В por 


ш 


7% 


resulta que f(T) = (2, 3). 


Ejemplo 3-2: Sea g: Е —› R definida por g(x) = х?, у sea T = [3, 4]. Entonces 


HT) = (9,16) = {z | 92x216} 


Sea ahora Y la familia de subconjuntos de A y sea 2 la familia de subconjuntos de B. Si f : A > В, 
se tiene que f asigna a cada conjunto T e 4 un conjunto único f(T) є 2. Dicho de otra manera, la fun- 
ción f: А > B induce una función f: 4 > 2. Si bien cada función de éstas se denota por la misma 
letra f, las dos son funciones esencialmente distintas. Se ve que el dominio de definición de f: Y => A 
consiste en conjuntos. 


En general, se dice que una función es una función de conjunto si su dominio de definición consis- 
te en conjuntos. 
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FUNCIONES NUMERICAS REALES} 


Una función f: A > R que aplica un conjunto en los números reales, esto es, que asigna a cada 
as A un número real f(a) e R, se llama función numérica real. Las funciones que se estudian por lo 
común en las matemáticas elementales, tales como 

р(х) = а” + ax +... + an1 X +4, 
t(x) = sen x, cos x O tg x 
fix) = log x o & 


es decir, los polinomios, las funciones trigonométricas y las logarítmica y exponencial son ejemplos 
de funciones numéricas reales. 


ALGEBRA DE LAS FUNCIONES NUMERICAS REALES 


Sea F la familia de todas las funciones reales 9": tienen el mismo dominio de definición D. Se 
definen entonces varias operaciones algebraicas en Fp. En especial, sean f: D>R y g : D — R y sea 
k e R. Se tienen entonces las funciones siguientes definidas como aparece al frente de cada una: 


(f +k):D> R por (f + Юа) = а) + 


(й): р> В рог MN = 111 
(f"):D > R por Ne) = (f 
(= 9):р- Е por (= д)(х) = fa) = g(z) 
(kf):D > R por (к?ш) = k(f(2)) 
(f9):D > Е рог (#о)(х) = f(z)g(z) 
(119):D > R por и/д)(х) = /(х)/д(х) (donde д(х) = 0) 


Obsérvese que (f2): D + К по es lo mismo que el producto de composición de funciones visto ante- 
riormente. 
Ejemplo 4-1: Sean D = (a, b} y f: D— R y g: D — R definidas por 


Ла) = 1. ЛЬ) = 3 y gla) = 2, gib) = –1 


O sea, 
f= (ta, 1), (6.3) у g= (ta, 2), (Б, –1)) 
ое Gf — 28Na) = Ila) — 2g(a) = 301) — 20) = —1 
Bf — 28)(6) = 3/16) — 2g(b) = 343) — 2(—1) = 11 
es decir, Y -2%= Ца, —1), (b. 11) 


Además, como [gl (x) = lg(x)] y (g + 30) = gix) + 3, 
k| = ((a, 2). (6, D} y g+3= (la, 5), (b. 2) 


Ejemplo 4-2: Sean f: К. R y g: R=R definidas por las fórmulas 
Лх) = 20-1 y gl) = х? 
Se obtienen entonces fórmulas que definen las funciones (37 — 2g) : R > R y (g) : R > R asi: 


(37 – 28Mx) = 3(2x — 1) — Ux?) = —2x? + 6х — 3 
(х) = (2x — 1)(х?) = 2? — х2 


REGLA DEL MAXIMO DOMINIO 
Una fórmula como 
Дх) = 1/х, к (х) =senx. (х) = /x 


no define sola una función al menos que se dé, explícita о implícitamente, un dominio de definición, 
o sea el conjunto de números en el cual la fórmula sí define una función. Asi que se requieren expre- 
siones como éstas: 


+ Si А С А, о sea si el dominio de definición es un subconjunto de números reales, la función se dice real de variable real. 
о real simplemente.—N. del T. 
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Sea f(x) = x? definida en [—2, 4]. 
Sea g(x) = sen х definida para 0 = х = 2л. 
No obstante, si el dominio de definición de una función dada por una fórmula es el máximo conjunto 
de números reales para los cuales la fórmula da un número real, como, por ejemplo, en 
Ло) = 1/x para х #0 
entonces el dominio de definición no se enuncia por lo común explícitamente. Esta convención se sue- 
le llamar regla del máximo dominio. 


Ejemplo 5-1: Sean las funciones siguientes: 


ha = а para z = 0 

fala) = Va—=2) риағж2 

Рб) = соз х para 0 = z = 27 

fz) = tgx Рага т e 2/2 + пт, ne N 


Los dominios de f} y fa no hubiera sido necesario decirlos explicitamente, pues cada uno 
consta de todos aquellos números para los cuales la fórmula tiene significado, o sea que las 
funciones bien se hubieran podido definir escribiendo 


Лб) = -a2 y faga 


Ejemplo 5-2: Sea la función f(x) = /1 — x7; su dominio de definición, al menos que se diga otra cosa, 
es [—1, 1]. Se supone implicitamente que el codominio es R. 


FUNCIONES CARACTERISTICAS 
Sea A un subconjunto cualquiera de un conjunto universal U. La función numérica real 
xa: ә (1,0) 


1 sizeA 
0 sizpA 


definida por хаба) 


se Пата función característica de А. 
Ejemplo 6-1: Sean U = fa, b, c, d, e) y A = (a, d, e}. La función de U en (1. 0} definida por el diagrama 


A 


pS 


es la función característica у, de A. 
Obsérvese además que cualquier función f: U — (1, 0) define un subconjunto 
А, = {æ | zeU, б) = 1) 
de U y que la función característica x4, de Ay es la función original f. Así, pues, hay una corresponden- 


cia biunívoca entre todos los subconjuntos de U, o sea, el conjunto potencia de U, y el conjunto de todas 
las funciones de U en (1, 0). 


FUNCIONES DE ELECCION 
Sea {А}, у una familia de subconjuntos no vacios de В. Una función 
РА). э B 
se dice función de elección si, para todo ¡e 1, 
FA) e As 
esto es, la imagen de cada conjunto es un elemento del conjunto. 
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Ejemplo 7-1: Sean los subconjuntos 
A = (1,2,3), А: = (13,4), Аз = (2,5) 
de В = {1, 2. 3, 4, 5} y considérense las siguientes funciones de {А,, 47, A3} en В: 


Pl 
f s 
Nótese que f no es función de, elección porque /(42) = 2, no pertenece а Az. esto cs, 
ЖА;}# А; y asimismo que g es función de elección puesto que g(4,)£ Ay. #(А;) А; y 
glAy)E Ay. 
Observación 8-1: En esencia, una función de elección en una familia dada de conjuntos, «elige» un 
elemento de cada conjunto de la familia. Si existe o no una función de elección en 


una familia arbitraria de conjuntos, es problema fundamental de la teoría de con- 
juntos al cual se dedicará el Capítulo 11. 


OPERACIONES 


Son bien conocidas las operaciones de adición y multiplicación de números, la unión y la intersec- 
ción de conjuntos y la composición de funciones, operaciones que se denotan por 


a+b=c, a:b=c, АОВ = С, ANB=C, gof=h 


En cada caso se le hace corresponder un elemento (с, С о й) а un par dado de elementos. O sea que 
hay una función que asigna un elemento a cada par ordenado de elementos. Hablando con precisión, 
se tiene la 

Definición 8. 


Una operación @ en un conjunto A es una función del producto cartesiano A х 4 
en А, es “decir, 


«АХАУ А 


Observación 8-2: La operación 2: А х А — А se dice operación binaria; una operación n-aria es la 
función definida por 


«:АхАх.-.хА-» А 
слао саад че. 
(л conjuntos) 


Aqui se seguirá diciendo operación en vez de operación binaria. 


OPERACIONES CONMUTATIVAS 
La operación «: А х А — А se dice conmutativa si, para todo a, b € А, 
a(a, b) = alb, a) 
Ejemplo 8-1: La adición y la multiplicación de números reales son conmutativas. pues 
a+b=b+a y а= а 
Ejemplo 8-2: Sea a: Rx R= R la operación de sustracción definida рог a: (х, у) х—у. 
Entonces щ5.!)=4 y all. 5)=-4 


Así que la sustracción no es operación conmutativa. 


Ejemplo 8-3: La unión y la intersección de conjuntos son operaciones conmutativas, ya que 
AUB=BUA y ANMB=BNMA 
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OPERACIONES ASOCIATIVAS 
La operación a: A х А > A se dice asociativa si, para todo a, b, c€ € A, 
a(a(a,b), с) = а(а, a(b,c)) 
O sea que si se escribe a(a, b) en la forma a + b, a es asociativa si 
(а*Ь)*с = а* (6 * с) 
Ejemplo 9-1: La adición y la multiplicación de números reales son operaciones asociativas, pues 


(a+b) +c = а+(%+с) у (ауе = albc) 


Ejemplo 9-2: Sea а: Е х R— R la operación de división definida por а: (х, y) = x/y. Entonces 
a(a(12,6), 2) = a(2,2) = 1 
a(12, a(6,2)) = a(12,3) = 4 
La división no es, pues, una operación asociativa. 


Ejemplo 9-3: La unión y la intersección de conjuntos son operaciones asociativas, puesto que 


(AUB)JUC = AU(BUC) y (ANB)INC = AN(BNC) 


OPERACIONES DISTRIBUTIVAS 
Considerando las dos operaciones siguientes: 
GAXA> А 
B:AXAS>A 


se dice que a es distributiva respecto de la operación В si, para todo а, Б, сє A, 
a(a, В(Ь, с) = Bla(a,b), a(a, c)) 
O bien, escribiendo a(a, b) en la forma a +b, y fla Б) como aA b, es a distributiva con respecto 


а В si 
a+*(bac) = (а Б)д (а * с) 
Ejemplo 10-1: La operación de multiplicación de números reales es distributiva con respecto а la adición 


de números reales, pues 
ab+e = ab+ac 


Pero la adición de números reales no es distributiva respecto de la multiplicación, porque 
а + (bc) + (a+ blía + е) 
Ejemplo 10-2: Las operaciones unión e intersección de conjuntos son distributivas cada una respecto de 


la otra, puesto que 
AU(BNC) = (AUBIN(AUC) 


ANM(BUC) = (ANB)U(ANC) 


ELEMENTO NEUTRO 
Sea a: A х A> А una operación escrita a(a, b) = a + b. Se dice que un elemento e £ А es ele- 
mento neutro para la operación a si, para todo elemento a £ A, 
exa=are=a 
Ejemplo 11-1: Sea a: А х R= R la operación de adición. Aqui es O un elemento neutro para la adición 
porque, рага todo número real, a £ R, 


0.а=а»+0 = а, 


esto е, 0 +а=а+0=а 
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‚ Ejemplo 11-2: Sea la operación de intersección de conjuntos. El conjunto universal U es un elemento neutro 


aquí, porque para todo conjunto A (que es un subconjunto de U) 
U*sA=A+U=A esoe, UNA=AMU=A 


Ejemplo 11-3: Sea la operación de multiplicación de números reales. Aquí es el número 1 un elemento neu- 
tro porque, para todo número real а, 


lea=a+l=a, estocs, lra=arl=a 


Teorema 8-1: Si una operación a: A х А > А tiene un elemento neutro e € А, éste es único. 


Así, pues, se puede hablar del elemento neutro para una operación en vez de un elemento 
Neutro. 


ELEMENTOS SIMETRICOS 


Sea a: А х A > А una operación denotada a(a, Б) = a + b y sea e € А el elemento neutro para х, 
Se llama elemento simétrico de un elemento а є A, denotado por 


а 


un elemento де A tal que 


atra=ara!l=e 


Ejemplo 12- 


Dada la operación de adición de números reales, para la cual es 0 el elemento neutro, рага 
cualquier número real a, su opuesto (—а) es su simétrico aditivo, ya que 


-а+а=а• -а= 0, estoes, (-а) +а=а+ (—a) = 0 


Ejemplo 12-2: Dada la operación de multiplicación de números racionales, para la cual es 1 el elemento 
neutro, todo número racional по nulo p/q, donde р y q son enteros, tiene por simétrico mul- 
tiplicativo su inverso ф/р, pues 

(ч/р\(р!д) = (р/д)\д/р) = 1 


Ejemplo 12-3: Sea a: У х N— М la operación de multiplicación para la cual es 1 el elemento neutro; 
si М es el conjunto de los números naturales, 2 no tiene simétrico multiplicativo, pues по 
existe ningún elemento хє № tal que 


x02=2*x=1 


En realidad, ningún elemento de N aparte el 1, tiene simétrico multiplicativo. El simétrico 
de 1 es él mismo. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


Dada una operación а: A х А > А y un subconjunto В de A, se dice que B es cerrado con respec- 
to a la operación a si, para todo b, b' € В, 


a(b, b’) e B 
esto es, si 
a(B x B) CB 


Ejemplo 13-1: El conjunto de los números pares es cerrado respecto de la adición de números naturales, 
ya que la suma de dos pares cualesquiera es siempre par. En cambio, el conjunto de los nú- 


meros impares no es cerrado respecto de la operación de adición dicha, pues la suma de dos 
números impares no es impar. 


Ejemplo 13-2: Los cuatro números complejos, 1. —1, i —i, forman un conjunto cerrado respecto de la 
operación de multiplicación. 
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Problemas resueltos 
DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


1. En el diagrama de funciones anexo, ¿cuántos caminos hay de Е 


A а E у cuáles son? f G 
Solución: р, 
Hay seis caminos de Aa E: А 2 ¿E 
17838 ADC DE н ЖТ 
А-»В->Сс->Е А >с-эр->Е р 
А->в-эс->р->Е А->р->Е 
esto ез, roof. 5 tojojof, soh, tojoh, tog 
Como ya se ha dicho, las funciones se escriben de derecha a izquierda. 
Н 5 2 EN 
2. Suponiendo conmutativo el diagrama adjunto, y siendo 1, la AGA 
función idéntica sobre A, enunciar todo lo que se puede inferir 
del diagrama. f 0 
Solución: ы 


Lo primero, como el diagrama es conmutativo, gof= 14. 
Además, como g + f es inyectiva, f tiene que ser también inyectiva; y como g > f es sobreyectiva, g ha de serlo 
también. No es necesariamente cierto que g = f”!, pues no se sabe si f+ g= lp. 


FUNCIONES DE CONJUNTO 


3. Sean W = {а, b, с, d}, V = (1,2, 3) y f: W — V definida por 
el diagrama adjunto. Averiguar: (1) /({а, b, d)), (1) /(а, c)). 
Solución: toy 
(1) Procediendo como sigue: m] 
fla, b,d)) = (0а), Ab), fd} = (2,3,3) = (2,3) 2 
(2) Asimismo, 
Ma) = (Ка), 0) = (2,2) = (2) 


Nótese que fífa, c)) = 2 es un enunciado incorrecto, puesto que la imagen del conjunto (a, с} en este caso, 
es un subconjunto de Y, que es el (2) y no un elemento de V. 


4. Demostrar que si f: А — В es inyectiva, la función de conjunto inducida /: 2* —› 2# es también 
inyectiva. 24 y 28 son los conjuntos potencia de A у В, respectivamente. 
Solución: 
Sean X e Y dos subconjuntos distintos de A, es decir, 
Хе2^, Yell, XmY 
Existe entonces un elemento гє А tal que 
zeX, гүү (о zeY, 27 X) 


Así que f(z)  f(X) y como f es inyectiva, f(z) # S(Y) (o bien /(2) = /(У) y /(2) € S(X)). Por tanto, f(X) + ДҮ) y. 
por definición, la función de conjunto inducida es también inyectiva. 


5. Demostrar que si f: A > В es sobreyectiva, la función de conjunto inducida f: 24 > 2% es tam- 
bién sobreyectiva. 
Solución: 


Hay que demostrar que cada conjunto de 2% es imagen de un conjunto de 2* por lo menos. Sea Y є 2°. Pues- 
to que / es sobreyectiva, 
UY) = («| zeA, f(a) £ Y} 
по es vacío. Pero Y es la imagen de f (У), es decir. f/f” (У) = Y. Luego f: 2^ — 2” es sobreyectiva. 
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FUNCIONES NUMERICAS REALES 
"6. Sea W = {а, b, с} y sean f y g las siguientes funciones numéricas reales en W: 


Қа) =1, f(b) = -2, fc) = 3 g(a) =-2, g(b)=0, о(с)=1 
Encontrar las siguientes funciones: (1) f + 2g, (2) fg — 2f. 
Solución: 
(1) Calculando como sigue: (f + 29)(a) Жа) + 29(а) 
(f + 2916) $b) + 29(b) 
(f + 2д)(с) Жс) + 2д(с) 


Asi f+2g = (а, —3), (b, —2), (с, 5). 


(2) Análogamente, (fg — 2000) fía) gla) — 20а) = 
(fg — 2906) f(b) gtb) — 2706) = (—2)(0) — 2(—2) 
(g — 2810) fe) gle) — 2/(с) = (3X1) — 23) = —3 


Luego fg—2f = (ба, —4), (b, 4), (с, —3)}. 


(1-2) — 21) 4 
4 


7. Sea fla función numérica real con dominio de definición [— 3, 3] que se representa en el diagrama 
de coordenadas siguiente: 


Representar y describir el grafo de cada una de las siguientes funciones: (1) f + 2, (2) |/]. 


Solución: 
(1) Ya que, por definición, (/ + 2J(x) = Лх) + 2, cada valor de la función original se aumenta en 2. Así que 


súb se todo el grado de f dos unidades para obtener el grafo de / + 2, como se ve en la Figu- 


га 8-1, 
* Г =l 
В 
2 
1 
IEEE 
Representación de f + 2 Representación de 1/1 
Fig.8-1 Fig. 8-2 


(2) Obsérvese que 


йл) = al = | АЕ a 


Аа) si Аа) <0 
Asi que parte del grafo de И es idéntica а la parte del grafo de f que está sobre 21 eje де las х; у 


el resto del grafo de |/| se obtiene por simetría respecto del eje х, de la porción del grafo de f que está deba- 
jo del eje de las x. Véase la Figura 8-2. 
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8. Averiguar el dominio de definición de cada una de las siguientes funciones numéricas reales: 


(1) fı(z) = 1/2 donde => 0 (3) fa(=) = log (21) 
(2) f(z) = у3-х (4) fala) = z? donde 0<x<4 


Solución: 

(1) El dominio aparece dado explícitamente como (x | x > 0). 

(2) Como no se da explicitamente ningún dominio de definición, se aplica la regla del máximo dominio. Pues- 
to que fz toma valores reales solamente cuando 3 — х = 0, es decir, cuando х = 3, el dominio de f, bus- 
cado es {x | x <3). 

(3) Puesto que no se da el dominio explícitamente, se aplica nuevamente la regla del máximo dominio. Como 
la función logarítmica real solo está definida para números positivos, f} tiene significado solamente si 
x —1 > 0, o sea si х > 1. Así que el dominio de f, es {x | x > 1). 

(4) El dominio está dado explicitamente como (x|0 <x <4). 


9, Та función numérica real 0, : A > R definida por 
0,(х) = 0 para todo x £ A 
se llama función cero (sobre A). Demostrar que para cualquier función f: А > R, 
(MI+0=f y 0) 7-0, = 0, 
Solución: 
(1) Ya que (f+ 04)(х) = fix) + 0д(х) = Дх) + 0 = f(x) para todo xe A, f+ 04 = f. 
(2) También, (f+ 0„)(х) = f(x) -0,(x) = f(x)" 0 = 0 = 0,(x) para todo хє A. Luego f*0, = 04. 
Nótese que la función cero tiene propiedades muy parecidas a las del número 0. 


10. Dada la función real f = ((1, 2), (2, —3), (3, —1)) (де dominio (1, 2, 3)), averiguar (1) f + 4, 
OY Or. 
Solución: 
(1) Como, por definición, (/ + 4)(х) = f(x) + 4, basta sumar 4 а cada valor de la función, esto es, sumar 4 
al segundo elemento en cada par ordenado de f. Asi que 
1+4 = (0,6), (2,1), (3,3) 
(2) Como |/10х) = |Дх)|, sustituir el segundo elemento de cada par de f por su valor absoluto. Entonces 
л = (1,2), (2,3), (38,1) 
(3) Puesto que /2(х) = (f(x), cambiar en cada par de f el segundo elemento por su cuadrado. Se tiene, pues: 
т = (1,0, (2,9, (3, 1)} 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 
1. Demostrar que si A y В son subconjuntos de un conjunto universal U, entonces %4n a = ув. 
Solución: 
Sea xs AN B; por tanto, xs А y х= В. Luego 


хов) = 1, xp la) = x,a) xp (0) = Фа) = 1 


Sea y e (А N BY; por tanto, y e A'U В' y entonces y e А' о bien y e В'. Entonces ха na (y) = 0. 
Asimismo, (у,ув)(у) = xa (xa lv) = 0 porque ха(у) = 0 o bien xs (y) = 0. 
Así, pues, да гув Y XaXs asignan el mismo número а cada elemento de U. Entonces, por definición, 


Xans 7 ХХ 


12. Sea la función: f(x) = x siendo x = 0. Entre las funciones siguientes, decir cuáles son o no pro- 
longaciones de f. 


(1) g(x) = x donde x= —2 (3) 1:R>R (5) ga(x) = x donde x e [—1, 1] 
(2) g(x) = |x| рага todoxe R (4) g(x) = (х + |x|)/2 
Solución: 


Tener en cuenta que una función f’ es una prolongación de f si, en primer lugar, el dominio de definición 
de f’ es un superconjunto de [0, co[, el dominio de f, y en segundo lugar, si f'(x) = х para todo хє [0, of. 
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(1) Como g, satisface ambas condiciones, g, es una prolongación de f. 


f z size[o=) 


enc da = A A S 


la función valor absoluto es una prolongación de f. 
(3) Por definición de la función idéntica, I(x) = х para todo хе R. Así que la función idéntica es una 
prolongación de f а = ЛЕЙ 


(6) Сото giz) = (etii? = (тр o уху, дз es una prolongación бе. 
| = 


(5) El dominio де definición de g4 no contiene al dominio de f; por tanto, ga по es una prolongación de f. 


Como conjuntos, ¿qué relación hay entre una función f: A > В y la restricción de f a un sub- 
conjunto A' de A? 
Solución: 

La restricción de f a A”, es decir f]A'. es un subconjunto de f. Pues хє A' implica хє A y entonces 


le FO) ESA” implica (x, f(x) ef 


Dados los subconjuntos A, = {1, 2, 3), 4, = (1, 5), A, = (2, 4, 5) y A4, = (3, 4) de 
В = (1,2, 3, 4, 5), decir si cada una de las siguientes funciones de {4,. Az, 43, A4} en Bes o 
no función de elección. 

а) fı = (04,1), (42,2), (43, 3), (44, 4)) 

(2) fz (Ar, 1), (42,1), (Аз, 4), (Аз, 4)) 

(3) fa [(4,, 2), (42, 1), (Аз, 4), (44, 3)) 

(4) fe = ((41,3),. (Az, 5), (43, 1), (As, 3)) 


Solución: 

(1) Como f,(43) = 2 no es elemento de Aj, f, по es función de elección. 

(2) Observando que /,(4,) pertenece а A, para todo і, se ve que /; es una función de elección. 
(3) Siendo / (41) e A, para todo i, fy es función de elección. 

(4) Como /,(А;) = 1 no pertenece а Ау, entonces fa no es una función de elección. 


OPERACIONES 


15. 


16. 


Sea a: N х № ~ № la operación del mínimo común múltiplo, esto es, 
ala, b) = a » b = mem de a y b 

(1) ¿Es а conmutativa? (2) ¿Es х asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro de о. (4) ¿Qué ele- 

mentos de N, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 

Solución: 

(1) Como el тст de a y b es el тст de b y a, a es conmutativa. 

(2) En teoría de los números se demuestra que (a + b) + с = a » (b ж с), es decir, que la operación del mem es 
asociativa. 

(8)...El número 1 es un elemento neutro puesto que el тст de 1 y cualquier otro número a es a, esto es, 
1 «а = а para todo ae М. 

(4) Сото el тст de dos números a y b es 1 si, y solo si, a = 1 y b = 1, el único número que tiene simétrico 
es el 1 y él es su propio simétrico. 


Dada la operación 2:0 х Q + Q denotada y definida por 
a(a,b) = a+b = a+b-ab 
donde Q es el conjunto de los números racionales, (1) ¿es a conmutativa?, (2) ¿es а asociativa? 
(3) Hallar el elemento neutro de а. (4) ¿Tiene algúr. lemento de О un simétrico, y cuál es? 
Solución: 
а) asb = а+ь- а 
bra = b+a—ba 


Asi, pues, a es conmutativa, porque la adición es asociativa y la multiplicación es conmutativa, esto es ab = ba. 
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0) (аЬ) жс (а+Ь—аЬ)жс = (a+b ab) +c- (a+ b- ас 
(a +b— а) + c-— (а +b- able 
а+Ь— аЬ + с-— ас— be + abe 


а+Ь+с— ab- ас – с + abe 


as (b*e) a+ (b+ c— be) 
a+ (b + e— be) — a(b + e — be) 
= a+b+c—be-—ab— ас + abc 


Luego a es asociativa. 


(3) Un elemento e es un elemento neutro para а si a * е = a para todo a € 0. Calculando como sigue: 
а*е = а, а+е-—ае = а, с—еа = 0, el-a=0 e=0 


resulta, pues, que 0 ез el elemento neutro. 
(4) Para que a tenga un simétrico х, habrá de ser a * х = 0, pues, según (3), 0 es el elemento neutro. Calcu- 
lando como sigue: 


а*х = 0, а+х-ах = 0, а = ах—х, а =xel(a-1) z = аа – 1) 


Así que a # 1, a tiene simétrico que ез а/(а — 1). 


17. Demostrar el Teorema 8-1: Si e y e' son elementos neutros (para la misma operación), 


es e= e". 
Solución: 
Por hipótesis, e» e" = e' y ese = e. Luego e = e+e = е". 


18. Sea la operación unión de conjuntos. (1) Hallar el elemento neutro. (2) ¿Qué elementos, si los hay, 
tienen simétricos y cuáles son? 
Solución: 
(1) Nótese que A U Ø = Ø U А = A para todo conjunto A. Asi que el conjunto vacio 2 es el elemento neutro 
de la operación unión de conjuntos. 
(2) Para que un conjunto А tenga un simétrico X, A U X = Ø. Como A U X = Ø implica A = Ø y X = Ø, 
el único conjunto que tiene un simétrico es el conjunto vacío, que es, a su vez, su propio simétrico. 


A x А —> А denotada рог 
а(а,0) = asb 


supuesta asociativa y con un elemento neutro e. Si b y b' son simétricos del mismo elemento a, 
es b = b', (Es decir, que el simétrico de un elemento es único.) 


19. Sea la operación 


Demostración: 
Según la hipótesis br(arb) = bre 
(ожа) +6 = erb [7 
y сото а es asociativa, 
be(arb) = жа)» 


у, рог tanto, h 


20. Sea F , el conjunto de todas las funciones de A en A. Sea a la operación de composición de fun- 
ciones. (1) ¿Es а conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro para a. 
(4) ¿Qué elementos, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 
Solución: 
(1) Si A tiene más de un elemento, entonces а по es conmutativa. Porque con a £ А, be В, a b y conside- 
rando las funciones constantes f y g definidas por Дх) = а, g(x) = b. se tiene 
Venta = figa) = К) = а 
Wena = dd) = da = b 
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(2) Por el Teorema 4-1, a es una operación asociativa. 

(3) Un elemento neutro es la función idéntica 1,: A > A pues, según ya se ha visto, (1,</) = (f7 14) = f 
para toda función fe Fa- 

(4) La función f: A — A tiene simétrica si, y solamente si, f es inyectiva y sobreyectiva; y su simétrica es la fun- 
ción recíproca /-! que se definió en el Capítulo 4. 


Sea la operación a: № х N — N definida рог 
ala, b)=a+b=a 

(1) ¿Es а conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) ¿Existe elemento neutro? (4) ¿Tiene alguno de 

los elementos un simétrico? ¿Cuál? 


Solución: 


(1) Como a+b =a y Бжа = b, а по es conmutativa. 

(2) Сото (a%b)ec=asc=a y a» (bec) = asb = a, а es asociativa. 

(3) Si a tiene un elemento neutro e entonces, por definición de elemento neutro, e + а = а para todo ає N. 
Pero por la definición de a, e * a = e. Así que no hay elemento neutro. 

(4) No tiene sentido hablar de simétrico cuando no existe ni siquiera elemento neutro. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


22. 


Decir cuáles de los siguientes subconjuntos de N, los números naturales, son о no cerrados res- 
pecto de la operación de multiplicación: 


a) {0,1} (4) {1,3,5,7,...} = {x |x es impar} 
2) {1,2} (5) {x |x es primo) 

(3) (2,4,6,8,...) = {x | x es par} (6) {2, 4,8, 16, = {х|х = 27, пем) 
Solución: 

а) (0)(0) (000) = 0, (0/1) = 0, (11) =1 


Por lo que (0, 1) es cerrado respecto de la multiplicación. 
(2) Como (22) = 4# (1, 2), {1, 2) по es cerrado respecto de la multiplicación. 
(3) El producto de números pares es par; así que el conjunto es cerrado respecto de la multiplicación. 
(4) El producto de números impares es impar; este conjunto es, pues, cerrado respecto de la multiplicación. 
(5) Teniendo en cuenta que 2 y 3 son primos, pero (2)(3) = 6 no lo es, se ve que el conjunto no es cerrado res- 
pecto de la multiplicación. 
(6) Сото (2x2) =2"**, el conjunto es cerrado respecto de la operación de multiplicación. 


Entre los conjuntos del problema anterior decir cuáles son с no cerrados respecto de la operación 
de adición. 
Solución: 


El conjunto de los números pares, (2, 4, 6, 8,... } es cerrado respecto de la adición porque la suma de 
dos números pares es par. Pero ninguno de los otros conjuntos es cerrado respecto de la adición, pues, por ejemplo, 


1+1 = 2 ¢ (0,1) 


1+2=3; (12 
3+5 = 8 у (1,3,5,7,...} 
З+5 = В g {z | zes primo } 
2+4 = 6 е {2,4,8,16, 
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24. Sean (1) Y la familia de conjuntos finitos de números reales. 
(2) 2 la familia de intervalos. 
(3) С la familia de superconjuntos del intervalo unidad [0, 1]. 


Establecer para cada una de estas fami ins de números reales si es o no cerrada respecto de la ope- 
ración (a) unión, (b) intersección. 


Solución: 


(1) Сото la unión y la intersección de conjuntos finitos son finitas, «Y es cerrada respecto de ambas operaciones. 
(2) Como [1, 2] U [3, 4] no es un intervalo, @ no es cerrada respecto de la operación de unión. Como se vio 
en el Capítulo 3, la intersección de dos intervalos es un intervalo, así que 2 es cerrada respecto de la ope- 
ración de intersección. 
(3) Si [0,1] C A y [0, 1] С В, entonces [0, 1] C (4 U B) y [0, 1] C (4 N В). Así, pues,C es cerrado respec- 
to de ambas operaciones. 


25. Demostrar: Sea a: A х A — А una operación asociativa con elemento neutro e, y sea В el con- 
junto de elementos unitarios de A, esto es, el conjunto de elementos de A que tienen simétrico, En- 
tonces B es cerrado respecto de la operación x. 

Solución: 
Sean a £ B y be В. Entonces a tiene un simétrico 27! у b tiene un simétrico b”*. Нау que demostrar que 
a(a,b) = ае В 
es decir, que a + b tiene simétrico 
Puesto que 
(а = bb жат) = а» (b+ (67! жат) 
= ar ((b +b) жат) 
= ar(era”) 
= arar 
Ба 
resulta que a + b tiene por simétrico 67! «+ a”! y. por tanto, а• be B. 


Problemas propuestos 


DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


26. Еп el diagrama de funciones de la Fig. 8-3, ¿cuántos caminos hay de A a D y cuáles son? 


С 


Fig. 8-3 Fig. 8-4 


27. Si el diagrama de la Fig. 8-4 es conmutativo, ¿qué funciones son equivalentes? 


FUNCIONES DE CONJUNTO 


28. Dado W = (1,2, 3, 4, 5) sea f: W— W el conjunto de pares ordenados: 
f= (0, 3), ©, 2), (3, 5), (4, 3), (5, D} 
Hallar: (1) £(1, 2, 3), 0) sdl, 4), (3) 70, 5}). 
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29. Dados 5 = (a. b, c} y T=(1,2.3) y la 
f = (ба, 1), (b,3), (с, D} 


Averiguar la, función inducida /: 2° = 27. 


FUNCIONES NUMERICAS REALES 
30. Sean V = fa, b. с} y las siguientes funciones numéricas reales f y g de V: 
f = ((a,2), (b,—3), (e, 1), g = ((a,—2), (b, 0), (с, 1)) 
Hallar.(1) 37, @ 9+2, (3) f+g, (4) 27 — 5р, (5) fo, (6) 17, (DP. (8) 18749. 
31. Averiguar el dominio de definición de las funciones reales: 
@) Дю = +3) (8) Ла) = V= 
(2) f(z) = х/(2 +3) donde x > 0 (4) fiz) = log (+) 


32. Sea f la función numérica real de dominio de definición [—4, 4] representada en el diagrama de coor- 
denadas: 


Representar del mismo modo las funciones: (1) f— 3, (2) |/]. 


FUNCIONES CARACTERISTICAS 

33, Sean U = {a, b, ¢, d, e}, A = {a, b, e}. B= |c. d) y C = fa, d. e}. 
Hallar: (1) дд, (2) ув. (3) хе. 

34. Sea U = (а, b, с, d). Cada una de las funciones siguientes de U en {1, 0} es una función característica de un 
subconjunto de U. Hallar cada subconjunto. 


(1) ((a, 1), (5, 0), (e, 0), (d, 1)} (3) {(а,0), (b, 0), (c, 0), (d, 0)} 
(2) ((a, 0), (b, 1), (e, 0), (d, 0)} (4) {(a, 1), (b, 1), (e, 0), (9, 1)} 


35. Si la función caracteristica у, es una función constante, ¿qué puede decirse del conjunto А? 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 


36. Dada la función 
$ = (а, 2), (3, 5), (4, 6), (8, 3)) 


cuyo dominio de definición es [1, 3, 4. 8} y las funciones siguientes en las que х e y aparecen como incógnitas. 
¿para qué valores de x e y, si los hay, será cada función una prolongación de la /? 


@) fı = {(1, 2), (2.4), (3, z), (4, 6), (5, 8), (8, y) 
(2) fa ХА, 2), (а, 3), (2, 3), (у, 6), (3, 5)) 
(8) fs = (4, 6), (2,3), (3,5), (5, y), (1,2) 


37. Еп qué caso puede ser constante la restricción de una función característica y4 a un conjunto В, esto es, la fun- 
ción у,|В? 
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38. Dados los subconjuntos A; = fa. b. d}. Az = |с. d.e}. A, = {В| de B = ja. b. с. d. ej. decir si cada una de 
las siguie. “es funciones de [4,, Az, А3) en В ех una función de elección 


а) А = HALO. (Az b), (As Б 
2 = КА, d), (Az, d), (As, bi) 
(3) fa = iA, b), (As, е), (As, d)) 


OPERACIONES 
39. Sea х la operación de intersección de conjuntos (1). ¿Es a conmutativa? (2) ¿Es з asociativa? (3) Hallar el elemen- 
to neutro рага а. (4) ¿Qué elementos, si los hay. tienen simétricos y cuáles son? 


40. Sea a la operación de diferencia de conjuntos. Nótese que 
А=Вв= АПВ 
(1) ¿Es а conmutativa? (2) ¿Es ж asociativa? 
(3) Hacer ver con diagramas de Venn que la operación de unión no es distributiva con respecto а 2, es decir, 


que en general 
AVIBC) + (AUB)-(AUC) 


(4) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con respecto а x, esto es. que 
ANIB-C)=(ANB)-(ANC) 
41. Sea a la operación con conjuntos definida (y denotada) рог 


ASB = (Ао В) – (А п В) 
Esta operación se llama diferencia simétrica. (1) ¿Es л conmutativa? 
(2) ¿Es а asociativa? (3) Hallar el elemento neutro. (4) Hallar el simé- 
trico de un conjunto cualquiera A. (5) Mostrar con diagramas de Venn 
que la operación de unión no es distributiva con respecto a a, es decir, 
que, en general, 


AU(BAC) (А О В) 3 (А оС) 


(6) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con res- 
pecto a a, о sea que 
А п(ВАС) = (А п В) 2 (А п С) 


42. Sea а la operación еп О х О. el conjunto de pares ordenados de números racionales, definida (у denotada) рог 


18 Ben rayado 


(а, b) + (х,у) = (az, ay +b) 
(1) ¿Es zconmutativa? (2) ¿Es а asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para a. (4) ¿Qué elementos, si los hay, 
tienen simétricos y cuáles son? 
43. Sea a la operación en los números reales definida (y denotada) por 
asb = a+b+2ab 
(1) ¿Es æ conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para а. (4) ¿Qué elementos, si los hay 
tienen simétricos y cuáles son? 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


44. Sea E= {.... —4, —2, 0, 2, 4, .. . }, о sean los enteros pares. Decir si E es о no cerrado respecto de la opera- 
ción de (1) adición, (2) sustracción. (3) multiplicación. (4) división (excepto por сего). 


45. Sea F=(..., 5.3, -1.1,3,5,...). о sea los números impares. Decir si F es o no cerrado respecto de 
la operación de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación, (4) división (excepto por cero). 


46. Sea % la familia de todos los conjuntos acotados de números reales. Decir si @ es о no cerrado respecto de la 
operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 


47. Sea 27 la familia de todos los intervalos abierto-cerrados Ja, b] junto con el conjunto vacio. Decir si «Y es o no 
cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 


48. Considérese la familia «Y de conjuntos de números reales que contienen al {0}, es decir, que А є Y si, y solamen- 
te si, 0 e A. Decir si «Y es o no cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 
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33. 


COMPLEMENTOS A LA TEORIA DE FUNCIONES, OPERACIONES [CAP. 8 
Respuestas a los problemas propuestos 


Tres: iof, jog y johof. 


- ф=з°/, т =U4%8, rof = uosof = uot, ш = уои, мов =vor=vouos, у wot=wosof= 


vouot=wouesof=worof 


„ @) (8,2,5), (2) {3}, (3) {2,1} 
. fila, &,с}) = {1,3}, fla, BH = {1,3}, fac) = (1), AØ) = Ф, ЛЬ, с) = {1,3}, fa) = {1), 


М) = {3}, А0) = {1) 


. (1) 3f = (ía 6), (Ь, —9), (e, —3)} (5) fg = ((a,—8), (b, 0), (с, —1)) 
(2) g+2 = {(a, 0), íb, 2), (е, 3)) (6) |] = ((a, 2), (b, 3), (с, 1)) 
(3) f+g = ((a, 0), (b,—3), (e, 0)) (0) Р = (а, 8), (b, 27), (е, —1)) 
(4) 27— 50 = ((a, 14), (b, —6), (с, —7)) (8) 137—170] = ((a, 10), (b, 9), (е, 2)} 


(1) 102,930 0) (= [=> 0) (8) {z | -2 = z = 2) (4) {x | zeR ,х=0} 


(2) 


(1) xa = {(a, 1), (b, 1), (e, 0), (d, 0), (e, 1)} 
(2) £(a, 0), (b, 0), (c, 1), (d, 1), (e, 0)} 
(3) хе = ((a,1), (b, 0), (c, 0), (d, 1), (e, 1)} 


1) {a d}, (2) (0), (3) Ø, (4) {a, b, d} 


. O bien A = Ø. o bien A = U. 


()x=5,y=3 (2)x=8,y=4 (3) х = 8, y puede ser cualquier elemento, 


. О bien B es un subconjunto de А, o bien B es un subconjunto nulo del complemento de A. 


(1) No, (2) 81, (3) Sí. 


(1981. (2) 51. (3) U, el conjunto universal, es el elemento neutro. (4) Solo U tiene simétrico, que es el mismo. 


. (1) No, (2) No 


(3) 


AU (B — C) lo rayado (4 U B) — (А U C) lo rayado 
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41. 


42. 


43, 


44. 


(4) 


1 

2. 

3. 
4 
5, 
6. 

de 
8. 
9. 
0. 


COMPLEMENTOS A LA TEORIA DE FUNCIONES, OPERACIONES 


Proposición 


AB- (4070) = 


Pero (AN BIN A" 


ANB- ANC 


(АВ) (4 Су" 
(АПВ) П (А0 С) 
(А ГВ) А] {4 а) гс) 


=YU[ANBNC] 

= (4 Г\ВүГҮС" 
ANIBAC) 

=AN(B- C) 


10. 


PRUSIA wye 


133 
Razón 


Definición de diferencia 
Ley de De Morgan 

Ley distributiva 

Ley asociativa, ley conmutativa 
Ley del complemento 

Ley de identidad 

Sustitución 

Ley de identidad 

Ley asociativa 

Definición de diferencia 


(1) 51. (2) Si. (3) Ø es el elemento neutro. (4) El simétrico de todo conjunto es el mismo. 


(5) 


(6) 


1. (ANB) A (ANC) = [(ANBIU(ANO)] — КА аВ)о(АпС)] 


A U (B A C) lo rayado 


Proposición 


2, Pero (ANB)U(ANC) = An(BUC) 


3. 


4. 


1. 


(1) No. 


(ANBIN(ANC) = (A 


NA)JN(BNC) 


= An(BnC) 


<. (AAB) а (ANC) = 


(2) Si. 


si a $ 0, que es (l/a, Баа). 


[AN(BUC) — [AN(BAC)] 
AN[(BUC) — (вао) 


AN(BAC) 


(3) El par ordenado (1, 0) es el elemento neutro. 


(4 U B) A (А U С) lo rayado 


Razón 
Definición 
Ley distributiva 
Ley asociativa, 
Ley conmutativa 
4. Ley de idempotencia 
5. Sustitución 
6. Intersección distributiva 
соп respecto a la diferencia 
7. Definición 


(4) El par ordenado (а, b) tiene simetría 


(1) Si. (2) Si. (3) Cero es el elemento neutro. (4) Si a + 1/2, a tiene un simétrico, que es —а(1 + 2a). 


(1) Sí 
(1) No 
(1) Si 
(1) No 


(1) Si 


(2) Si (3) Sí (4) No 
(2) No (3) Si (4) No 
(2) Si (3) Sí 

(2) Si (3) Sí 
(2) Si (3) No 
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Parte П: Cardinales, ordinales, 
inducción transfinita 


Capítulo 9 
Números cardinales 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES 


Parece natural preguntarse si dos conjuntos cualesquiera tienen o no el mismo número de elemen- 
tos. Para el caso de los conjuntos finitos, basta contar los elementos de cada conjunto. Pero cuando se 
trata de conjuntos infinitos, la respuesta depende de lo que se entienda por conjuntos con el mismo 
número de elementos o, como se dirá en adelante, por conjuntos eguipotentes. Antes se pensaba que 
todos los conjuntos infinitos eran equipotentes, pero la siguiente definición, atribuida al matemático 
alemán Georg Cantor (1845-1918), revolucionó por completo la teoría de conjuntos. 


El conjunto А es equipotente al conjunto B, lo que se denota por 
А-В 
si existe una función 
f:A>B 
inyectiva y sobreyectiva. 


La función f define entonces lo que se llama una correspondencia biunitoca entre los conjun- 
tos 4 y В. 


Ejemplo 1-1: Sean @ = (1, 2, 5, 8) y T = (Marcos, Enrique, Pablo, Beatriz). El diagrama siguiente de- 
fine una función de @ en T que es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, @ es equipotente a Т. 


Ejemplo 1-2: Sean М = {1,2,3} y N = (1, 2}. Ninguna de las posibles funciones de М еп N es inyecti- 
va y sobreyectiva. Asi. pues, M no es equipotente а М. 


En vista de los dos ejemplos anteriores. no es dificil comprender que, en general, dos conjuntos 
finitos son equipotentes si contienen el mismo número de elementos, y solo entonces, Así, pues, para 
los conjuntos finitos, la Definición 9-1 corresponde al significado usual de tener dos conjuntos el mis- 
mo número de elementos. 


Ejemplo 1-3: Sean G=[0, 1]. H = 


. 5} y f:G — Н la función definida por 
Ах) = 3х +2 
Como f es inyectiva у sobreyectiva, entonces G ~ Н. о sea G es equivalente a H. 


Ejemplo 1-4: Sean N = {1,2.3....} y E 4, 6....]. La función f: N > E definida por Дх) = 2х 
es inyectiva y sobreyectiva. Asi que N ~ E. 


En el Ejemplo 1-4 resulta que el conjunto infinito N de los números naturales es equivalente a un 
subconjunto propio suyo: esto es característico de los conjuntos infinitos y de hecho queda establecida 
la siguiente 
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Definición 9-2: Un conjunto А ез infinito si ез equivalente a uno de sus subconjuntos propios. En 
caso contrario el conjunto es finito. 


Ejemplo 1-5: Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Se tiene 


das fi 
pues las funciones SS ol 


9:0 (0,2), br B 
son ambas inyectivas y sobreyectivas. Por otra parte, aun no siendo А y В disjuntos, nó- 
tese que ах пвх) 
pues cada par ordenado de А х (1) tiene 1 рог segundo elemento у cada par ordenado de 
В х (2) tiene 2 por segundo elemento. 
Se termina esta sección con un teorema que se utilizará después en el capítulo. 
Teorema 9-1: La relación entre conjuntos definida por A ~ В es una relación de equivalencia. En 
efecto, 


(1) A ~ A para todo conjunto, 
(2) Si A ~ В, entonces В ~ А, 
(3) Si A ~ By B~ С, entonces А ~ С. 


CONJUNTOS ENUMERABLES 


Sobre la base ya conocida de los números naturales, N = (1,2, 3,...), 
Definición 9-3: Si un conjunto D es equipotente al conjunto № de los números naturales, se Пата 
enumerable y se dice que tiene cardinal Xo (alef cero). 
Definición 9-4: Si un conjunto es finito también se dice enumerable por ser equipotente a un subcon- 
junto de N. Si un conjunto es infinito y no es equipotente a N se dice no enumerable. 


Ejemplo 2-1: Toda sucesión infinita 
Un ТГ ИЯ 
de elementos distintos es enumerable, pues una sucesión es una función 
Лт) = а, 
cuyo dominio de definición es №. Asi que si los а, son distintos, la función es inyectiva у so- 
breyectiva. Así, pues, los conjuntos siguientes son enumerables 
41, 1/2, 1/3, TYn 
41, —2, 3, 4, (=) 
EL 1), (4,8), (9,27), -> 


Ejemplo 2-2: Sea el conjunto producto N х N según se ve en la Figura 9-1. 
(1,1) 1303 041=>. 


(2,1) (2,2) (23 (2,4) 


IN 


(3,1) 62 63 (3,4) г 
“ым 


(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 


A H a 


Fig. 9-1 
El conjunto N x N puede escribirse como sucesión infinita de elementos distintos asi- 
1, 2), (2, 1), (1. 2), (1. 3), 0, 2). ... } 
(Se ve que la sucesión se establece «siguiendo las flechas» en la Fig. 9-1.) Asi que, según de: 
dicho en el Ejemplo 2-1: № х N es enumerable. 
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Ejemplo 2 А N U 10). Ahora todo número natural а є N se puede escribir de 
una manera única en la forma 
а= 205+ 1) 
donde г. se M. La función f: № + М х М definida por 
Ла, = (r, з) 


es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, М х М es enumerable. Nótese que N х N es un sub- 
conjunto de М х M. 


He aquí varios teoremas sobre conjuntos enumerables. 

Teorema 9-2: Todo conjunto infinito contiene algún subconjunto enumerable. 

Teorema 9-. Un subconjunto de un conjunto enumerable, o bien es enumerable, o bien es finito, 
y entonces, por extensión. se dice también enumerable (se pueden contar sus elemen- 
105, esto es, enumerarlos). 

Teorema 9-4: Sea A;, Az, Aj, ... una familia enumerable de conjuntos enumerables disjuntos dos 
a dos. La unión de los conjuntos 


Uren 4i 


es enumerable. 
El siguiente ejemplo de un conjunto enumerable es de gran importancia; su carácter de enume- 
rable no es tan claro como parece. 


Ejemplo 2-4: Sea Q* el conjunto de los números racionales positivos y sea Q~ el conjunto de los números 
racionales negativos. Entonces 


2-0 U {0 U g+ 
es el conjunto de todos los racionales. 
Sea la función f: Q* — М x N definida asi: 


Sla) = (p. 4) 


siendo p/q un elemento cualquiera de Q* expresado como cociente de dos enteros positivos 
primos entre sí. Es inmediato que f es inyectiva y que, por tanto, Q* es equipotente a un sub- 
conjunto de № х N. Por el Teorema 9-3 у el Ejemplo 2-2, 0* es enumerable. Asimismo, re- 


sulta que 07 es enumerable. Por consiguiente, el conjunto de los números racionales, que 
es la unión de Q”, {0} y Q”. es enumerable. 


EL CONTINUO 


No todo conjunto infinito es enumerable. El siguiente teorema presenta un ejemplo particular de 
extrema importancia. 
Teorema 9-5: El intervalo unidad [0, 1] no es enumerable. 
Se dan dos demostraciones de este teorema en la sección de problemas resueltos. 
Definición 9-5: Sea un conjunto A equipotente al intervalo [0, 1]. Se dice que A tiene la potencia del 
continuo y que su cardinal es с. 


Ejemplo 3-1: Sea [a, b] un intervalo cerrado y sea 
£:[0, 1] > [a, 5] 
la función definida por 
Јо) =a + (b — ајх 


Se ve que f es inyectiva y sobreyectiva. Asi que (a, b] tiene cardinal с. Se demostrará, además, 
que todo intervalo, abierto о semiabierto, tiene también cardinal c. 
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Ejemplo 3-2: La función f: (—л/2, 1/2) > R, definida por f(x) = tg x, es inyectiva y sobreyectiva, asi que 


R~ (aj. 1/2) 


Por tanto, el conjunto de los números reales tiene la potencia del continuo. es decir, su 
cardinal es с. 


NUMEROS CARDINALES 
Teniendo en cuenta que, según el Teorema 9-1, la relación definida entre conjuntos por 
А-В 


es una relación de equivalencia, resulta, según el teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia, 
una partición de todos los conjuntos en clases de equivalencia, que son clases disjuntas de conjuntos 
equipotentes. 


Definición 9-6: Dado un conjunto cualquiera А, la familia a de los conjuntos equipotentes а А se 
llama número cardinal de A (o, simplemente, cardinal de А) y se denota por 


а= # (4) 
Definición 9-7: El número cardinal de cada uno de los conjuntos 
0, 11), (1,2), (1,2, 3},... 
se denota por 0, 1, 2, 3,.... respectivamente, y se dice un cardinal finito. 


: El número cardinal de N, el conjunto de los números naturales, y el número cardinal 
del intervalo unidad [0, 1], se simbolizan respectivamente por 


#(№= Хо, *([0,1)=< 


Observación 9-1: El símbolo X (alef cero) fue introducido por Cantor; también suele escribirse a 
(a gótica) en vez de No. 


ARITMETICA CARDINAL ` 
En vista de la Definición 9-7, los números cardinales pueden considerarse como superconjuntos 
de los cardinales finitos 
DA Desi 
o sea de los números naturales N y 0. La definición que sigue generaliza en esencia las operaciones or- 
dinarias de adición y multiplicación de números naturales a todos los números cardinales 
Definición 9-9: Sean a y В números cardinales y sean A y B dos conjuntos disjuntos tales que 
«= #(А), В = *(B) 
Entonces «+в = АОВ) 
aß = HAXB) 


Ш 


Teorema 9-6: La Definición 9-9 es una buena definición, es decir, que la definición de a + В y de aß 
no dependen de los conjuntos particulares A y В. Esto es, si 


А-А, В- В, ANB=Q, АПВ’ = Ф 


entonces 
(АОВ) = Җ(А'ОВ) 


F(AXB) = #(A' xB’) 
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En la Definición 9-9 se supone que los conjuntos A y B son disjuntos. Como los conjuntos A x (1) 
УВ х (2) son disjuntos en todo caso, sean cuales fueren A y В, puede sustituirse la Definición 9-9 por 
la siguiente: 
Definición 9-9: Dados a = # (A) y 8 = # (В), es 
«+В = #Ах (1) U Bx(2)) 
aß = #(АхВ) 
Ejemplo 4-1: Como 3 = #({а, Б, сј) у 4 = #({1, 3, 5, 7)), entonces 


3+4 = s+(la,b,c,1,3,5,7) = 7 
(3)(4) (а,Ь,с) х (1,3,5,7) = 12 


О sea, las operaciones de adición y multiplicación de cardinales finitos corresponden а las 
operaciones ordinarias de adición y multiplicación de números naturales. 


Ejemplo 4-2: Siendo No = #({1, 3, 5,...}) = #({2, 4, 6, }), se tiene que 
No + No =4(N)=No y NoNo = HN х N)= No 
Teorema 9-7: Las operaciones de adición y multiplicación de cardinales es asociativa y conmutati- 
va; y la multiplicación es distributiva respecto de la adición, es decir, que para саг- 
dinales cualesquiera 2, В y y, 
(1) (+8) +у = a+ (B+y) 
(2) («8)у = (Ву) 
(3) «+В = В+а 
(4) aß = Ва 
(5) alB +y) = aß + ау 
No todas las propiedades de la adición y de la multiplicación de números naturales son válidas 


para los cardinales en general. Por ejemplo, para los números naturales se verifica la ley de cancelación, 
o sea que 


а+Ь=а+с implicab = с 


ab=ac implicab = с 
Pues, por el Ejemplo 4-2, ‹ 
No + No = No = 1 + No no implica Ny = 1 
№ = No = INy no implica Ny = 1 


se ve que la ley de cancelación no es cierta para las operaciones de adición y multiplicación de car- 

dinales. 

Observación 9-2; También se pueden introducir exponentes en la aritmética de los cardinales, como 
sigue: Sean a = # (A) y В = # (В), y denótese por 


Be 
la familia de todas las funciones de A (el exponente) en B. Entonces 
P = # (B*) 
En efecto, las leyes siguientes de los exponentes, válidas para los números natura- 
les, también lo son para cardinales cualesquiera, a, В y y: 
(1) ee = 
(2) (а) = 
(8) («By 


Ejemplo 4-3: Dados А = fa, b, с} y В = 11, 2), se tiene #(4) = 3, #(B) = 2 у 22 = #(8^). Pero en B^ 
hay exactamente 8 funciones: 


(ба, 1), (b,1), (с,1)}; (ба, 1), (b, 1), (c,2)), ((a,1), (6,2), (c,1)), {(a, 1), (b,2), (с, 2)) 
((a,2), (b,1), (c,1)), ((a, 2), (b,1), (c,2)), ((a,2), (b,2), (c,1)), {(а, 2), (b,2), (c, 2)) 
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Por tanto, se verifica entre los cardinales, 
2=8 


Es decir, que si m y л son cardinales finitos т" denota el mismo número, sean т y п números 
naturales o cardinales. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS CARDINALES 


Una relación de desigualdad se define como sigue entre cardinales: 
Definición 9-10: Sean а = # (4) y В = # (В). Suponiendo además que A es equipotente a un sub- 
conjunto de В, es decir, que hay una función f: A > B inyectiva, entonces se escribe 


ASB 
que se lee «А es anterior a В». y 
asf 
que se lee «a es menor o igual que f». 
Se emplea, además, la notación siguiente: 
А < В significa ASByA+B 
a < В significa х = f y a + f 
Ejemplo 5-1: Dados A y B finitos, sean п = #(4) у т = #(В). Entonces п = m сото cardinales si, у solo 
si, п = т como números naturales. Es decir, que la relación de desigualdad en el conjunto 
de los números cardinales es una extensión de la relación de desigualdad en el conjunto de 
los números naturales. 


Ejemplo 5-2: Puesto que М, el conjunto de los números naturales, es un subconjunto de R, el de los nú- 
meros reales, 
х= 


Y puesto que А no es enumerable, se tiene No + с, 
No<c 


Ejemplo 5-3: La función idéntica 14: А — A es inyectiva sobre cualquier conjunto A; asi que A < A y 
entonces a = х para cualquier cardinal а. 


Ejemplo 5-4: Si f: 4 — B es inyectiva y g: 8 — С ез inyectiva, la función producto de composición 
(2 >/): A — С también es inyectiva. De modo que 


АХВ y ВХС implica ASC 


y para cardinales cualesquiera a, $ y y 


a<P y В = implica ашу 
Por lo visto en los dos ejemplos anteriores, el siguiente teorema es cierto. 


Teorema 9-8: La relación entre conjuntos definida por А < B es reflexiva y transitiva; y la relación 
entre cardinales definida por a = $ es también reflexiva y transitiva. 


TEOREMA DE CANTOR 


Los únicos cardinales infinitos vistos hasta ahora son Nọ y с. Parece natural preguntarse si no ha- 
brá otros; y la respuesta es afirmativa. En efecto, el teorema de Cantor, que se expone a continuación, 
dice que dado cualquier cardinal a existe un cardinal mayor que а. 


Teorema 9-9 (teorema de Cantor): Para todo conjunto А, 


AR 
y. por consiguiente, para todo cardinal a, 

a<? 
siendo así que si ж = # (4), 27 = 4 (2^), número cardinal de la familia de subconjun- 
tos de A. 
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TEOREMA DE SCHRÓDER-BERSTEIN 


Dados dos conjuntos cualesquiera A y В, se verifica una de las siguientes relaciones por lo menos: 
(1) А es equipotente a B. esto єз, 


$ (4) = # (B) 
(2) А по es equipotente a В, pero А es equipotente а un subconjunto de В (о viceversa), esto ез, 
#(4)< #(В) (о #(8) < #(4)) 
(3) А es equipotente а un subconjunto де В y В es equipotente а un subconjunto de А, esto es, 
#(А)=#(В) y #(В)<#(4) 
(4) А по es equipotente а un subconjunto de В у В no es equipotente a un subconjunto de А, esto es, 
#(4) + #(В), #(4) + (B) у #(4) + #(В) 

El célebre teorema de Schróder-Bernstein establece que, еп el caso (3), A es equipotente а В, es 
decir, que 4 (А) = # (В). 
Teorema 9-10 (Schróder-Bernstein): Si A < В y B < A, entonces А ~ В; así, pues, para cardinales 


а у В cualesquiera, 
а= ВуВ = х implica a = В 


El teorema de Schróder-Bernstein se puede enunciar de la manera equivalente que sigue: 
Teorema 9-10': Dados X D YD X,, y si X ~ X,, entonces X ~ Y. 
Para concluir este capitulo, se enuncia la imposibilidad del caso (4) por el 


Teorema 9-11 (ley de tricotomía): Рага verificar cualquier par de números cardinales a y fP 
o bien a < f, o bien a = В, o bien a > 3 


La demostración de este último teorema requiere procedimientos de inducción transfinita, los сџа- 
les se tratarán en el Capítulo 12; de ahi que la demostración se posponga hasta entonces. 


HIPOTESIS DEL CONTINUO 

Por el teorema de Cantor, Ny < 2*° y como ya se ha visto, Ny < e. El teorema siguiente expresa 
la relación entre 2% y с. 
Teorema 9-12: 2% = с. 


Ocurre preguntar si existirá un cardinal В comprendido «entre» Xo у с. Desde un principio, Cantor 
sostuvo la cónjetura, conocida por hipótesis del continuo, de que la respuesta a tal pregunta es nega- 
tiva. O sea, pues, ў 


Hipótesis del continuo: No existe cardinal В tal que No < 8 < с 


En 1963 se demostró que la hipótesis del continuo es independiente de los axiomas de la teoría de 
conjuntos, de cierta manera en el mismo sentido en que el postulado quinto de Euclides sobre las rec- 
tas paralelas es independiente de los otros axiomas de la geometria. 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTINUO 
1. Sean los circulos concéntricos 
С, = (0,3) | +4 = a), Cz = (6,0) | 2+0 = 0) 
con 0 < a < b por ejemplo. Establecer geométricamente una 
correspondencia biunívoca entre С, y С,. 
еа 
Sea хе Cy. Sea la función f: С, — С, donde f(x) es el punto de 


intersección del radio que va del centro a х, con C,, como se ve en el 
diagrama adyacente. 


Resulta que f es inyectiva y sobreyectiva, así que define una corres- 
pondencia biunivoca entre С, y Cz. 
2. Demostrar: (a) [0,1] ~ 10,10, (6) [0, 1] ~ [0, 1(, (с) [0,1] ~ J0, 1]. 
Sotución: 
(а) Nótese que 
[0,1] = (0,1,1/2,1/3,...)UA 
(0,1) = (1/2,1/3,1/4,...) UA 
donde 
A = [0,1] — (0,1,1/2,1/3,...) = (0,1) — {1/2, 1/3, ...) 
Considérese la función f: [0, 1] + J0, 1[ definida por el 


grama siguiente 


Es decir 
1/2 siz=0 
Қа) = J1(n+2) si == 1, пем 
z si 2%0,1/n, пем 


Esta función es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, [0. 1] ~ 10, 1[. 


(b) La función f: [0, 1] — [0, 1[ definida por 


$ 1(n+1) si z= Ип, neN 
JES ы si z 1т, пећ 


es inyectiva y sobreyectiva. [Es análoga а la función de la parte (a)] Asi que [0, 1] ~ [0, 1[. 


(с) 


Sea f: [0, I[ — J0, 1] la función definida por f(x) = 1 — x. Entonces f es inyectiva y sobreyectiva y, por 
tanto, [0, 1[ ~ JO, 1]. En vista de (b) y del Teorema 9-1, [0, 1] ~ 10. 1]. 


3. Demostrar que cada uno de los intervalos siguientes tiene la potencia del continuo, esto es, que tie- 
ne cardinal с: (1) [a, Б), (2) Ja. b[, (3) Га, b[, (4) Ja, b], siendo a < b. 


Solución: 
La fórmula f(x) = a + (b — a)x define cada una de las funciones: 
[0, 13 6[o, 6] 10.102 [a, bE 10, 102 Ja, bE 00, 1]]a, 6] 


Cada función es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, según el Problema 2 y el Teorema 9-1, cada intervalo 
es equipotente a [0, 1], esto es, tiene la potencia del continuo. 
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Demostrar el Teorema 9-1: La relación de equipotencia А ~ В entre conjuntos es una relación de 
equivalencia. Es decir, demostrar que 


(1) A ~ A para todo conjunto, 
(2) Si A ~ B entonces В ~ A, 
(3) 514 ~ By B~ Сет mces А ~ С. 
Solución: 
(1) La función idéntica 1,: 4 A es inyectiva y sobreyectiva; por tanto, A ~ А 
(2) Si А ~ B. existe entonces una función f: A > В inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, / tiene una función re- 
сіргоса f~" : В — 4 que también es inyectiva y sobreyectiva. Así, pues, 


А ~ В implica B-A 

(3) Si A ~ Ву В ~ C, existen entonces funciones f : А — В y g : В — С inyectivas y sobreyectivas. Entonces la 

función producto de composición g f: А —» С también es inyectiva y sobreyectiva у, por consiguiente, 
А- Ву В- С implican A~ C 

Demostrar el Teorema 9-2: Todo conjunto infinito А contiene algún subconjunto D que es enumerable. 


Solución: 
Sea /: 24 — A una función de elección. Dada la sucesión: 


а КА) 
ar ЖА — {ар 
аз ЖА — (as, an) 


а. КА = {an de) 


puesto que А es infinito А — {a}, ....a, 1) no es 1cio para cualquier n e №. Además, puesto que Гев una fun- 
ción de elección 
а, Фа donde ¡<n 


Así, pues, los a, son distintos у, por consiguiente, D = (a,, az, ... } es enumerable. 


En esencia, la función de elección f «elige» un elemento a є A, después un elemento a, entre los elementos 
que «quedan» en A, etc. Como A es infinito, el conjunto de elementos que «quedan» en A es no vacio. 


Demostrar que para cualesquiera conjuntos A y B, se tiene А х В ~ В х A. 
Solución: 
La función f: A x В B x A definida рог 
fila, b)) = (b, a), (ас A, be В) 
es inyectiva y sobreyectiva; por tanto, A x B~ B x A. 


Demostrar que para cualesquiera conjuntos A, B y C 
(4 х В) xCOC=AXxXBxC=Ax(BxC) 
Solución: 
La función f: (4 х В) х C— А х В х С definida por 
Ja, Б), с) = (a, b, с), (а= А. БЕВ, сЕ С) 
es inyectiva y sobreyectiva; por consiguiente, (4 х B) х С ~ A x В х С. De igual modo, А х (В х С) ~ 
A x Вх C..Así que entonces 
(AX B)xXO=AXBxC=Ax(BxC) 
Demostrar: Si X es un conjunto cualquiera y C(X) es la familia de funciones características de X, 
esto es, la familia de funciones f: Х > (1, 0), entonces la familia de subconjuntos de X es equi- 
potente a C(X), es decir, 2% ~ С(Х). 
Solución: 
Sea А un subconjunto de X, esto es, A £2*. Sea f: 2% + С(Х) definida por 
ЛА) = хл 


о sea que f aplica cada subconjunto A de X en z4, la función característica de А (соп respecto а X). Entonces f es 
inyectiva y, como antes se vio, sobreyectiva. Por tanto, 2% ~ С(Х). 
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9. 


10. 


Demostrar el Teorema 9-3: Un subconjunto de un conjunto enumerable es finito о es enumerable. 
Solución: 
Sea 
А = (а, а, ...} а) 


un conjunto enumerable y sea В un subconjunto de А. Si В = Ø, entonces es B finito. Si В + Ø, sea а, el 
primer elemento de la sucesión (1) tal que a,, € В; sea a,, el primer elemento que sigue a а,, en la sucesión (1) 
tal que a,, = В; etc. Entonces 

A 


Si el conjunto de enteros {л,. лу. ... } es acotado, entonces В es finito. Si no. В es enumerable. 


Demostrar el Teorema 9-5: El intervalo unidad A 
Solución: 
Método i. Supóngase lo contrario; о 


[0, 1] no es enumerable. 


А = {zn Za, da, 


es decir, que 4 se puede escribir como sucesión. 
Cada elemento de А se puede escribir en forma de decimal con infinitas cifras, сото sigue: 


m O, au аааз... а. . 
Ze = 0. ап аљ аз... ан 
0. аз ам а»... аз 


(1) 


0. а. а.: а.з 


donde a; £ (0, 1... . . 9} y donde cada decimal tiene un número infinito de elementos no nulos. Asi, pues. se es- 
cribe 1 como 0.999 ..... y. para aquellos números que se pueden escribir en forma decimal de dos maneras, como 
por ejemplo, 

1/2 = 0,5000 0,4999... 


(en una de ellas hay infinitos nueves y en la otra todas las cifras son ceros. con excepción de un número finito 
de ellas) escribase el decimal que tiene los nueves 
Construyendo ahora el número real 


у= 0, b, by фу...Ь„. 


que pertenecerá a A. de la siguiente manera: tomar b, de manera que b, # ау. y б, + 0; tomar Р; de modo que 
ba Ф aza y ba + 0, cte., resulta que y + х, pues Б, + а, (у В, +0). у Æ ху. pues by # аз, (y bz + 0), ес. 
esto es, resulta que y + х, para todo тє N; por consiguiente. y £ A, lo que se contradice con y є A. Asi que la 
suposición de que A es enumerable lleva a una contradicción. Por consiguiente, no es enumerable. 

Método 2. (Еп esta segunda demostración del Teorema 9-5, se utiliza la siguiente propiedad de los nú- 
meros reales: Sea /, = [а,. 6,), 1 = [а;. Б,).... una sucesión de intervalos cerrados tales que /, D 7; D 
Hay entonces un número real y que pertenece a todos los intervalos.) 

Suponiendo lo contrario. о sea, como antes 


A= 


АФ 
ал) 


constrúyase una sucesión de intervalos cerrados /,. Iz. .. . de la manera siguiente: Sean los tres subintervalos 
cerrados de [0.1]. 


[O, 1/3], — (1/3, 2/31, (2/3, 1 u 


cada uno de los cuales tiene longitud $. Ahora bien, x, no puede estar en los tres intervalos. (Si х, es uno de los 
extremos, podría estar еп dos de los intervalos.) Sea /, = [a,. b,] uno de los intervalos en (1) tal que х, £ 7, 
Tomando ahora los tres subintervalos cerrados de 7, = [a;. һу]. 


[an a, +1/9), [а.+ 19, a,+2/9), [a +2/9, bı) e 


cada uno de longitud $, igual que antes, sea /, uno de los intervalos en (2) tal que х; е /,. Continuando de esta 
manera, resulta una sucesión de intervalos cerrados 


hh (9) 
caracterizada porque х, # /, рага todo пе №. 
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Según la citada propiedad de los números reales, hay un número real y e [0, 1] tal que y pertenece a todos 
los intervalos de (3). Pero como 
УСА = (2,2, ...) 
y = х, para algún т є №. Pero por la construcción que se hizo, у = х, £ /,,. lo cual está en contradicción con 
el pertenecer у a todos los intervalos de (3). Así, pues, la suposición de que A es enumerable, ha llevado а una 
contradicción. Por consiguiente, A no es enumerable. 


NUMEROS CARDINALES Y ARITMETICA CARDINAL 
11. Sean A,, A, Az y A, conjuntos cualesquiera. Definir conjuntos B,, B}, B, y В, tales que 


(As) + (42) + #(А3) + #(А) = *(BLUB+.UBUB,) 


А, x {1}, В, = А, х {2}, В, = A, х 13) y В, = As х {4}. Entonces В ~ Ap i = 1, 2, 3, 4; 
D si і # j. Y, por tanto, resulta lo propuesto. 
12. Sea (A/);. шпа familia de conjuntos. Definir una familia de conjuntos {В,),, ; tal que 


В, ~ ApiclyB.NBj=Dsii+j 
Solución: 
Sea B, = A; х li), ¡€ I. La familia (8,),., tiene las propiedades que se piden. 


13. Demostrar el Teorema 9-7: Para cualesquiera cardinales a, $ y у. 


(1) («+ 8) +y = a+ (B +y) 
(2) (а8)у = «(Ву) 
(3) а+В = В+а 
(4) aß = Ва 
(5) alB +y) = aß + ay 
Solución: 
Sean A, В y С conjuntos disjuntos dos a dos tales que х = #(А), В = #(B) y y = #(C). 


а) (a+) +y = *HAUB) + #(C) = #((AUB)UC) 
а +(8+ү) = #А + #(ВоС) = #(Au(BUC)) 


Сато la unión de conjuntos es asociativa, esto es, сото (4 U B) U С = А U (B U С) entonces 
(+В) +у = a+(B+v 
@) (абу = #(A x B)#(C) = *(AXB)xC) 
aly) = #A#(BXC) = #(А х (Вх С) 
Por el Problema 7 se sabe que (4 х В) х С ~ А х (В х С). Por consiguiente, (a8)y = a(8y). 
(3) a+ = #407 В) = #(В\) А) = B + a, pues AU B= BU A. 


(4) Nótese que aß = #(4 х В) у Ва = #(B х A). Por el Problema 6, А x В ~ B x A; азі que ав = fa. 
(5) Observar primero que В С = Ø implica (4 х В) (4 х С) = Ø. Entonces 


а(8 + ү) (А): (ВОС) = (А х (ВОС) 
aß + ау (АХВ) + (АХС) = *(AXB)JU(A х С) 


Pero A X (ВОС) = (Ах B)U(A XC). Luego а(а+у) = af + ay. 


14. Demostrar: Noc = с. 


Solución: 

Sean Z = { ..., —1,0, 1, ... } y A = [0, 1[. La función f: Z х A — R definida por 
Лі а) =і+а 

que aplica, pues, f([i) x [0, 10) sobre [i, ¿+ 1[ es inyectiva y sobreyectiva. Рог tanto, 
(ZxA)=R 


Como #(2) = No, #(4) = с y #(А) = с. es No= 
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15. 


Demostrar que si $ es un cardinal infinito, entonces 


No+B=B 
Solución: 
Sea A un conjunto infinito, В = (5,, bz, .... } enumerable y A Г\ В = Ø. El teorema “rá cierto si se de- 
muestra que 
AUB=A 


Сото А es infinito, A contiene un subconjunto enumerable 
D= ld da...) 
Sea f: AU В A definida por el siguiente diagrama: 


Es decir, la f: A U B — A definida por 


fz) = 


dm- si z= d, 
dis si z= ba 


fa si zeA-D 


Entonces / es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, A U В ~ A, como afirma el teorema. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS CARDINALES 


16. 


17. 


Demostrar el teorema de Cantor: Para todo conjunto A, A < 2^ y, por tanto, # (4) < 4 (21). 
Solución: 

La función g : A — 24 que aplica cada elemento a £ A en el conjunto formado por a solo, esto es, la defini- 
da рог g(a) = {a}, es inyectiva; por tanto, А < 24. 

Si se demuestra ahora que A по ез equipotente a 2*, queda establecido el teorema. Suponiendo lo contra- 
rio, o sea que exista una función f: A — 2% inyectiva y sobreyectiva, sea a e A un elemento que llamaremos 
«malo» si а no pertenece al conjunto que es su imagen, es decir, que a £ fía); y sea В el conjunto de ele- 
mentos «malos», 

B= {x| xE A, х#/{х)} 

Se ve que B es un subconjunto de А, esto es, B e 2“. Por tanto, como f : A — 2^ es sobreyectiva, existe un ele- 
mento Бє A tal que f(b) = B. ¿Es b «malo» o no? Si be B, entonces, por la definición de B, b ¢/(b) = В que 
es imposible. De igual manera, si b ¢ B, entonces b є f(b) = B que también es imposible. Así, pues, la suposición 
del principio de que A ~ 24, ha llevado a una contradicción. Por consiguiente, la suposición es falsa y el teore- 
ma es cierto. 


Demostrar el teorema de Schröder-Bernstein: Si X D Y DX, y X ~ Ху, entonces X ~ Y, 
Solución: 
Como X ~ X,, existe una función f: X= X, inyectiva y sobreyectiva. Por otra parte, como X D Y, la 


restricción de fa Y, que también se denotará por f, es asimismo inyectiva; por tanto, Y es equipotente a un sub- 
conjunto de X,, esto es, Y ~ Y,, donde 


XDYDXDN, 
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18. 


NUMEROS CARDINALES [CAP. 9 


y J: Y -> Y, es inyectiva y sobreyectiva. Pero ahora X, C Y: por parecida razón, X, ~ X, donde 
XV XV, 1% 


Yf: Ху > Х es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, hay conjuntos equipotentes X, X}, X,. - .. y conjun- 
tos equipotentes Y, Y,, Үз, ... tales que 


ХэүэХ,зҮ,эХ,э Үэ 
Sea 
B = Xo0YoXxoYnX.nY.n-- 
Entonces 
Б (AY) U (YX) о (AY) UA ОВ 
(YX) UY) LUX JU u B 


Nótese, además, que 
(Y) ~ (Xi YO) ~ (Х,-У) ~ 
En particular, la función 


PAR Y) = (Ха У.) 


es inyectiva y sobreyectiva. 
Sea la función g: X= Y definida por el diagrama: 


O expresado de otra manera: 


= [A ў zeX-Y о zeX-Y 
TM Sd se YX о эе 
g resulta ser inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, Х ~ Y. 


glz) 


Demostrar el Teorema 9-12: с = 2%. 
Solución: 

Sea R el conjunto de los números reales y sea 2° la familia de subconjuntos de О. el conjunto de los núme- 
ros racionales. Sea, además. la función f: R — 22 definida por 


Ла) 


о sea que f aplica cada número real а en el conjunto de los números racionales menores que a. Se demuestra que 


Гез inyectiva: Sean a, bs R, a + b con a < b, por ejemplo. Por una propiedad de los números reales, existe un 
número racional ғ tal que 


x|xeQ,x<a) 


a<r<b 


Entonces r є f(b) y r # fla); se sigue que ЛЬ) + fía) lo que quiere decir que f es inyectiva. Asi que R < 20 y como 
HR) = су #0) = Xo, 


ee? 


Sea ahora C(N) la familia de funciones características f: N — {0, 1} la cual. como se demostró en el Proble- 


ma 8, es equipotente a 2%, siendo N el conjunto de los números naturales. Considerando la función 
F: CIN) — [0, 1] definida por 


EY) = 0, AD Л2) ЛЭ)... 
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que es un decimal con infinitos ceros y unos, si f. g e CIN) y f + к, entonces FU) # Fig), pues los decimales serian 
distintos; así que F es inyectiva. Por consiguiente. 2" ~ C(N) < [0, 1] y entonces 


Poe 
Y, por tanto, 


к 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. Demostrar: El conjunto P de todos los polinomios 


p(z) = а +z +-+- + анх" (1) 
con coeficientes enteros, es decir, con do, а, ..., а, enteros, es enumerable. 
Solución: 
Para todo par de números naturales (л, т). sea Pa, m el conjunto de polinomios de (1) de grado m para los 
cuales 
la| + lar] + +++ + fan] = n 


Es claro que Pin, „у ез finito. Por tanto. 
Р = ЧекукР, 


es enumerable, pues es una familia enumerable de conjuntos enumerables. No siendo Р finito, es, рог consiguien- 
te, enumerable. 


20. Un número real r se Пата número algebraico si r es solución de una ecuación polinómica 
p(z) = а+ах+ -+a = 0 
con coeficientes enteros. Demostrar que el conjunto A de los números algebraicos es enumerable. 


Solución: 
Por el precedente problema. es evidente que el conjunto Е de las ecuaciones polinómicas es enumerable: 


E = (pi(x)=0, pr(x)=0, px) = 2 


Definido 
A; = {x | x es una solución de р(х) = 0} 
puesto que un polinomio de grado п puede tener a lo más л raíces, todo Ay es finito. Por consiguiente, 
А = ULA, 


es una familia enumerable de conjuntos enumerables. Asi, pues, А es enumerable si no es finito. 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTINUO 


21. Los enteros, Z, se pueden poner en correspondencia biunivoca соп N, los números naturales, como sigue: 
1 2 3 4 5 6 zi 


4 } tL 


0 114 2 2 3 3 
Hallar una fórmula que defina una función f: № > Z que exprese esta correspondencia enire N y Z 
22. М х Мзе escribió como sucesión considerando el diagrama de la Fig. 9-1. No es ésta la única manera de == 


bir en sucesión M х N. Escríbase N х М como sucesión de otras dos maneras distintas, haciendo Jasa 
apropiados. 
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25. 


27. 


28. 


NUMEROS CARDINALES [САР. 9 


Demostrar el Teorema 9-4: Sea А,, Az. А3... . una familia enumerable de conjuntos disjuntos dos a dos, саба 
uno enumerable. La unión de los conjuntos U; y А; es enumerable. 


Demostrar que si А y B son enumerables. A х В también es enumerable. 
Demostrar que el conjunto de puntos del plano que tiene coordenadas racionales es enumerable. 
Sea {Т,},, una familia de intervalos disjuntos dos a dos. Demostrar que la familia es enumerable. 


Se dice que un número real х es trascendente si по es algebraico, es decir, si х по es solución de una ecuación 
olinómica 
р р(х) = а + ах +...а„^ = 0 

con coeficientes enteros (véase Problema 20). Por ejemplo, л y e son números trascendentes. Demostrar que el 

conjunto de los números trascendentes no es enumerable. 


Demostrar: e: се = e. (Por consiguiente, А х А tiene la potencia del continuo.) 


ARITMETICA CARDINAL 


29. 


3 


э. 


32. 


3 


g 


21. 


22. 


Demostrar que si а = f, existe un conjunto В соп un subconjunto А tal que а = #(4) y Й = 4(B). 
Demostrar que si a == f, entonces para cualquier cardinal y, (1) а + у <P + y, (2) ay = py. 


Sea Т el conjunto de los números reales trascendentes. Demostrar que #(7) = с. (En el Problema 27 solo se de- 
mostró que Т по era enumerable.) 


Sea a = 414), 2° se definió сото el cardinal de la familia de subconjuntos de A, es decir, que 2* = #024). Tam- 
bién se definió 2* como cardinal de la familia de todas las funciones de A en un conjunto B, siendo #(В) = 2. 
Demostrar que estas dos definiciones son equivalentes. 


Demostrar que para cualesquiera cardinales, a, fi y y, аба! = а**?. 


Demostrar que si х = f; entonces para cualquier cardinal у, (1) а? = f’, (2) y < y’. 


Respuestas a los problemas propuestos 


La función f: N — Z definida por 


= [—=#®+1/2 sixesimpar 


tiene la propiedad pedida 


Considerando los siguientes diagramas de N x М. 


(1,1) (1,2) —=(1,3) а,4)— 0100—09 1.403) 2" 
еса e 
(2,1) —=(2, 2) (2,3) 2,4) Б ыў (2,2 -7 (2,3) (2,4) 
TS 
(3, 1) — (3, 2) -— (3, 3) (3,4) х= 6,07 (3,2) (3,3) (3,4) 
(4,1) —(4, 2) (4, 3) —= (4,4) ... ы ы СА ы 
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resulta que N х N se puede escribir como sucesión infinita de elementos diferentes como sigue: 
NXN = (1,1), (2,1), (2,2), (1,2), (1,3), (2,3), ...J 
NXN = (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1), (1,4), ...} 
23. Sugerencia: Demuéstrese que Ur e Ay €s equipotente a N х N. 
25. Sea 5 el conjunto de puntos del plano que tiene coordenadas racionales y sea Q el conjunto de los números га- 


cionales. Se ve que 5 ~ О х О porque cada punto х є S corresponde a un par ordenado único (4,, ф;}є Q х Q, 
y viceversa. Pero como Q х Q es enumerable, por serlo Q, entonces 5 es enumerable. 


26. Todo intervalo 7,, ¡e / contiene al menos un número racional д. Por otra parte, si Т, + Ту entonces 4, = q, por- 
que Т, y T; son disjuntos. Por consiguiente, {T;}; ,, es equipotente a un subconjunto (4), ¿ de los números ra- 
cionales, con lo cual {7,),„г es enumerable. 


27. Sugerencia: R, que no es enumerable, es la unión de los números algebraicos y los trascendentes. 
28. Sea А = [0, 1]. Hay que demostrar que А х А tiene la potencia del continuo. Sean х, y e [0, 1]. Entonces x e y 

se pueden escribir de una sola manera como decimales de infinitas cifras 

x=0x xx... у= 0, ууз уз. 
no nulas (por ejemplo, se escribe } como 0,4999... en vez de 0,5000. . .). 
Sea f: A x А А definida por 
Ж, у) = 0, ху Ya ха Ya хуузу... 
fes inyectiva. Por tanto, A х А tiene cardinal с a lo sumo. Pero А х A tiene cardinal с por lo menos, puesto que, 
por ejemplo, 
(0, х) | хє [0, 13) 


que es un subconjunto de А х А, es equipotente a A. En consecuencia, А х A tiene por cardinal с, es decir, tiene 
la potencia del continuo. 
Nótese que #(А) = с, luego с? = #(А х А) = с. 


32. Sea В = (0, 1). Entonces #(В) = 2 y B^ = C(A), el conjunto de funciones caracteristicas de A. Por el Problema 8, 
24 ~ B^. Por tanto, #(24) = 4(B*). 


33. Sean a = #(4), В = #(В) y y = #(C), siendo В y С disjuntos. Entonces В + y = #(8 U С). Nótese que 
PAU) у aa = A x AS) 


y que A” U“ es el conjunto de todas las funciones definidas еп B U C y cuyo codominio es A. 4* y AC tienen pa- 
recido significado. El teorema queda aclarado al demostrar que 


APUC ~ AP x ДС 


Si fe APUC corresponde al par ordenado de funciones 
Y|B.f1c) 
(la restricción de f a В y la restricción de f a С). Obsérvese que (/ | В, f | С) pertenece a A” х AC, La función 
F:APUC —› A? х АС definida por 
ЕЛ = (|в, 7|С) 


es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, APUC ~ 4” х A, 
Y entonces a**? = afa”, 


34. Como а = В, existe un conjunto В con un subconjunto A tal que a = 414) y f = #(B). Sea, además, y = #(С). 
(1) Sea fe AS, esto es, sea f: C — A. Como А С В, f se puede considerar como una función de С еп B, esto es, 
fe BC. Luego A“ es un subconjunto de ВС у, por tanto, A€ 5 ВС. Como а” = #(4°) y 7 = #(B°), se de- 
duce que а? = f. 
(2) Sea fe C“, esto es, sea f: А — C. Sea también una prolongación de f a una función /': B —› С. Nótese que 
si f # g, entonces /' + к', donde g' es una prolongación de g. Por tanto, la función Р: C* ~» С? definida 
por F(U) = f' es inyectiva. Y entonces C* 5 C*. Como у = #(C^) y y? = 4(C*), зе deduce que у* < Y. 
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Conjuntos parcial y totalmente ordenados 


CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


Un orden parcial en un conjunto A es una relación Q еп А 
(1) reflexiva, es decir, (a. а) = Q para todo a € 4, 
(2) antisimétrica, esto es, (a, Б) є @ y (b, a) = Я implican а = b, 
(3) transitiva, es decir, (a, Б) e R y (b, с) e Я implican (a, с) Q. 
Si una relación @ en A define un orden parcial en A, entonces (a, Б) = Q se denota por 


ахь 


que se lee «a anterior а Б» 


Ejemplo 1-1: 


Ejemplo 1-2: 


Ejemplo 1-3: 


Ejemplo 1-4: 


Ejemplo 1-6: 


Sea «Y una familia de conjuntos. La relación definida еп «Y рог «х es un subconjunto de у» 
es un orden parcial en y. 


Sea A un subconjunto de los números reales. La relación en A definida рог «х = y» es un 
orden parcial en А, que se llama el orden natural en А 


Sea Q la relación definida en los numeros naturales N por «y es múltiplo de y»: ез un orden 
parcial en N. Y asi se tiene 6 < 2, 15 $ 3 y 17517 


Sea W = (a, b, c, d, e): El diagrama 
a 
go 
EAS 


define un orden parcial en W de la siguiente manera: х 2 y si х = y о si se puede ir de x a 
y en el diagrama yendo en la dirección ascendente indicada. Nótese que Ьа, d% a 
yeso 


Sea Q la relación en И = (1, 2, 3, 4, 5. 6) definida por «х divide a y». @ es un orden parcial 
en V. Este orden parcial en V se puede describir también por el siguiente diagrama, que es 
semejante al diagrama del ejemplo anterior y a los diagramas lineales construidos para fami- 
lias de conjuntos 


э ЁС. 
Жы а 


Sea Q la relación definida en una familia lc conjuntos por «X es equipotente а un subcon- 
junto de Y» (es decir, X < Y). Por el Teorema 9-8, ез reflexiva y transitiva; y por el Teore- 
та 9-10 de Schróder-Bernstein, Q es antisimétrica. Así, pues, R es un orden parcial en la fa- 
milia de conjuntos. 

Si bien el simbolo < se utilizó antes para denotar una relación entre conjuntos, la relación, 
como se ve en este ejemplo, es un orden parcial. 
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Definición 10-1: Un conjunto А y una relación @ de orden parcial en A constituyen un conjunto 
parcialmente ordenado. 


Observación 10-1: Nótese que un conjunto parcialmente ordenado consiste en un conjunto А y una 
relación de tipo particular Я en А; por esta razón, un conjunto parcialmente ог- 
denado se denota a veces como par ordenado 


(4.8) о (4.3) 


Sin embargo, es corriente emplear el mismo símbolo, А, por ejemplo, para denotar tanto el conjunto 
parcialmente ordenado como el propio conjunto en que se ha definido el orden parcial. 


Observación 10-2: En este capitulo y en los siguientes se supone que todo conjunto de números rea- 
les está ordenado por el orden natural, al menos que se advierta otra cosa, explícita 
о implícitamente. 
En relación con los conjuntos parcialmente ordenados se emplean, además, las notaciones si- 
guientes: 
a < b significa a 5 by a+ Ь; léase «a estrictamente anterior a h» 
b Z a significa a < b; léase «h supera а а». 
b > a significa a Ж b: léase «b estrictamente superior a a». 
Ж. +, Ж y Ж se entienden por sí mismas. 


Dos elementos a у b de un conjunto parcialmente ordenado se dicen no comparables si 
аЬ y ba 


es decir, si ninguno de ellos precede al otro. En el Ejemplo 1-3, los números 3 y 5 no son comparables, 
pues ninguno de ellos es múltiplo del otro. 


: Si una relación @ en un conjunto A es reflexiva, antisimétrica y transitiva, en- 
tonces la relación recíproca RT?’ es también reflexiva, antisimétrica y transitiva. 
O sea que si Q define un orden parcial en А, entonces 7! también define un or- 
den parcial en A, que se llama el orden inverso. 


Observación 10-3 


CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 
La palabra «parcial» se emplea al definir un orden parcial en un conjunto A porque algunos ele- 
mentos de А pueden no ser comparables. Si, por otra parte, cada par de elementos de un conjunto par- 
cialmente ordenado А son comparables, entonces el orden parcial en A se llama orden total en A. 
De ahí la 
Definición 10-2: Un orden total en un conjunto A es un orden parcial en А más la propiedad 
a<ba=bo0a>b 
para cualesquiera dos elementos а y Р de A. Un conjunto A y un orden total dado 
en A constituyen un conjunto totalmente ordenado. 


Ejemplo 2-1: El orden parcial en cualquier conjunto A de números reales (con el orden natural) es un orden 
total, puesto que dos números cualesquiera son comparables. 


Ejemplo 2-2: Sea @ el orden parcial en V = (1, 2, 3, 4, 5. 6) definido por «х divide a у». Я no es en- 
tonces un orden total en V, ya que 3 y 5 no son comparables. 


Ejemplo 2-3: Sean A у B conjuntos totalmente ordenados. Su producto cartesiano А х В se puede or- 
denar entonces totalmente como sigue: 


la, Б) < (а, Б) sia<a osia=a yb<b 


Este orden se llama orden lexicográfico de A x B porque es análogo a la manera como se 
ordenan las palabras en un diccionario. 


www.FreeLibros.me 


152 CONJUNTOS PARCIAL Y TOTALMENTE ORDENADOS [САР. 10 


Ejemplo 2-4: Sea (4;),,, una familia totalmente ordenada (es decir, 7 está totalmente ordenado) de con- 
juntos totalmente ordenados disjuntos dos a dos. Entonces la unión U;e; A; queda total- 
mente ordenada (al menos que se diga otra cosa) como sigue: Sean а, Бє Us ¿/4A;: existen 
entonces j. k e 7 tales que a £ A, be Aj. Ahora bien. si j < k, a < b; y si j = k, entonces а 
y h están ordenados por el orden de Aj. 


Observación 10-4: La palabra «orden» será empleada muchas veces, ya por orden parcial, ya por 
orden total. 


SUBCONJUNTOS DE CONJUNTOS ORDENADOS 


Suponiendo una relación @ que define un orden parcial en un conjunto А, o sea que (А, A) es un 
conjunto ordenado, sea В un subconjunto de A. Entonces el orden parcial Ф en A induce un orden par- 
cial Q’ en В de la siguiente manera: Si a, b £ B entonces 


(а, b) £ Q’, esto es, a < b 


como elementos de B, si, y solamente si, (а, b) = Q, es decir, а 5 b como elementos de А. Se dice en- 
tonces que el conjunto ordenado (B, Q’) es un subconjunto (parcialmente ordenado) del conjunto or- 
denado (4, @). 


Ejemplo 3-1: Sea W= (a, b. с, d, e) ordenado como sigue: 
а 
e 
A ag 
Entonces V = (a, d, e} con el orden 


М 


es un subconjunto del conjunto ordenado W. Pero V соп el orden 


Р ; 
e AJ 
no es un subconjunto del conjunto ordenado W. 


SUBCONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 


Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Entonces, como ya se vio, el orden parcial en A in- 
duce un orden parcial en todo subconjunto de 4. Algunos de los subconjuntos de A quedarán en reali- 
dad totalmente ordenados. 

Nótese que si А es un conjunto totalmente ordenado, todo subconjunto de A es totalmente or- 
denado. 

Ejemplo 4-1: Sea N, los números naturales, ordenado por «x es múltiplo de y». Entonces N no está to- 
talmente ordenado. pues 4 y 7 no son comparables, por ejemplo. Pero el conjunto 


мМ={2,4,8....,27,...} 
sí es un subconjunto totalmente ordenado de N. 


Ejemplo 42: Considérese el orden parcial еп W = (a, b, с, d, e) definido por el diagrama 
a b 
с 
4 м, 


Cada uno de los conjuntos {а, с, d}, (b, d), (b, с, e), (a, с, е} y la, с} es un subconjunto de 
W totalmente ordenado. Los conjuntos (a, b, с} y {4, е} no son totalmente ordenados. 
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PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 
Sea A un conjunto ordenado. El elemento a £ A se dice primer elemento de A si, para todo x £ A, 
ax 
es decir, si a es anterior a todos los elementos de A. Análogamente, un elemento Бє A se dice último 
elemento de A si, рага todo x £ A, 
x3b 
es decir, si Б es posterior a todos los elementos de A. 
Ejemplo 5-1: Sea W = (a, Б. с. d, e) ordenado por el diagrama siguiente: 
в 
b N c 
4 e 
Aquí a es un elemento último de W porque es posterior a todo elemento. Nótese que W ca- 
rece de primer elemento. El elemento d no es un primer elemento porque d no es anterior a e. 


Ejemplo 5-2: En los números naturales №. el 1 es un primer elemento de N, pero no hay último ele- 
mento. 


Ejemplo 5-3: Sea A un conjunto y sea «Y la familia de subconjuntos de A, o sea el conjunto potencia de 
A. Si «Y se ordena рог «х es un subconjunto de y», resulta ser primer elemento el conjunto 
vacio y último elemento de «Y el conjunto A. 


Ejemplo 5-4: Sea A = {х |0 < х < 1} ordenado por «х = у». A está entonces totalmente ordenado, pero 
по tiene primero ni último elemento. 


Observación 10-5: Un conjunto parcialmente ordenado puede tener a lo más un primer elemento 
y un último ciémento. 


Observación 10-6: Si а y b son primero y últime slementos, respectivamente, de un conjunto par- 
cialmente ordenado A, entonces a y b serán último y primer elementos, respecti- 
vamente, el orden inverso de A. 


ELEMENTOS MAXIMAL Y MINIMAL 
Sea A un conjunto ordenado. Se dice que un elemento a є A es maximal si 


ах implica а= х 


Es decir, a es un elemento maximal si no hay en A ningún elemento posterior a a en sentido estricto. 
Análogamente, se dice que un elemento b £ А es minimal si 


x3b implica b=x 
esto es, si ningún elemento de A es estrictamente anterior a 5. 


Ejemplo 6-1: Sea W = (а, b. с. d, е) un conjunto ordenado por el siguiente diagrama: 
a 
b e 
Ny sE Ea 


Tanto d como e son elementos minimales, puesto que no hay en W ningún elemento estric- 
tamente anterior a ninguno de ellos. El elemento a es un elemento maximal. 
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Ejemplo 6-2: Sea W = (а, Б, с, d, e) ordenado por el diagrama: 
SK а 

е 
з үс 


Aquí a y b son elementos maximales, y с y d son minimales. Obsérvese que W no tiene pri- 
mero ni último elemento. 


Ejemplo 6-3: Sea V = (x|0<x< 1). V no tiene elemento maximal ni elemento minimal. 


Las observaciones siguientes muestran las relaciones entre los conceptos antes definidos. A es aquí 
ип conjunto parcialmente ordenado. 


Observación 10-7: Si а es un primer elemento de А, entonces a es un elemento minimal de A y es úni- 
co. Asimismo, un último elemento de A es un elemento maximal de A y es único, 


Observación 10-8: Si А es totalmente ordenado, puede tener а lo más un elemento minimal, que será 
entonces primer elemento. De igual modo, puede contener a lo más un elemento 
maximal, que será entonces último elemento. 


Observación 10-9: Todo conjunto finito parcialmente ordenado tiene рог lo menos un elemento ma- 
ximal y un elemento minimal. Un conjunto infinito ordenado, como en el Ejem- 
plo 6-3, puede no tener elementos maximales o minimales, aun en el caso de ser 
totalmente ordenado. 


MAYORANTES Y MINORANTES ъ 
Sea В un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Un elemento т de А se Пата 
minorante de В si, para todo x € B, Же р 


es decir, si m es anterior о inferior a todo elemento de В. Si un minorante de В es posterior о superior 
a todos los otros minorantes de B, se dice que es el extremo inferior o el ínfimo de B y se le denota por 


inf (B) 


En general, В puede no tener minorantes o tener muchos, pero solo puede haber a lo más un inf (В). 
Análogamente, un elemento М de А se llama mayorante de В si М es posterior o superior a todos 
los elementos de B, esto es, si para todo х= В 


x3M 


Si un mayorante de B es anterior o inferior a todos los mayorantes de B, se dice que es el extremo 
superior O supremo de В y se le denota por 


sup (B) 
Solo puede haber un sup (В) a lo más. 


Fjemplo 7-1: Sea V= (a, b, c, d, e, f, g} ordenado por el siguiente diagrama 
a b 
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Sea В = (с, d, e). Entonces а, b у с son mayorantes de B, у f es el único minorante de В. 
Nótese que g no es un minorante de В porque g no es anterior a d; g y d no son comparables. 
Por otra parte, с = sup(B) pertenece а В, en tanto que f = inf(B) no pertenece а B. 


Ejemplo 7-2: Sea А un conjunto de números reales acotado, es decir, que tiene mayorantes (о que es ma- 
yorado) y que tiene minorantes (о que es minorado). Se verifica entonces un importante teo- 
Tema sobre los números reales que establece la existencia de infí4) y de sup(4) en la orde- 
nación natural de А. 


Ejemplo 7-3: Sea Q el conjunto de los números racionales. Sea: 
В = {х|х0,2< х? < 3] 


es decir, В consiste en los números racionales entre ,/2 у „/3 sobre la recta real. В 
tiene entonces infinitos mayorantes y minorantes, pero inf(B) y sup(8) no existen. Es decir, 


В no tiene extremos ni inferior ni superior. Nótese que los números reales ,/2 y 4/3 no per- 
tenecen a Q y no se les puede considerar como mayorantes o minorantes de B. 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


Se dice que dos conjuntos ordenados son isomorfos si existe entre sus elementos una correspon- 
dencia biunivoca que preserva la relación de orden. En particular, 


Definición 10-3: Un conjunto ordenado A es isomorfo a un conjunto ordenado B, lo que se denota por 
AEB 


si existe una función f: A — В inyectiva y sobreyectiva y que tiene la propiedad 
de que, para cualesquiera elementos a, а' A, 


а < a' si, y solo si, fla) < fla") 
La función f se dice aplicación isomorfa о isomorfismo de A en В. 


Ejemplo 8-1: Sea V = (1,2, 6, 8) ordenado por «х divide a y», y sea W = (a, b, с, d} ordenado por el si- 
guiente diagrama: 
е e 
с 
4 
Un diagrama de V será el siguiente: 
A РА 
2 
1 
Entonces V = W porque la función f: V — W definida рог 


NS 
AN 


es un isomorfismo de V en W, es decir, establece una correspondencia biunivoca entre los ele- 
mentos preservando la relación de orden. Nótese que 


g= {(1, 4), (2, с), (6, а), (8, Б) 


es también un isomorfismo de V en W. 
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Ejemplo 8-2: Considérense los números naturales N = (1, 2, ...} y los enteros negativos М = {—1, 
—2,... } ordenados ambos por el orden natural «х = у». Entonces N no es isomorfo а М. 
Porque si f: М = М es un isomorfismo, entonces para todo a £N, 
1.3 a implicaría f(1) S Да) 
para todo Ла) є М. Сото М carece de primer elemento, f no puede existir. 
Ejemplo 8-3: Los números naturales М = (1, 2, 3, .... } son un conjunto isomorfo al de los números pares 


Е = (2, 4, 6,...) porque la función f: N= E definida por f(x) = 2х es un isomorfismo 
de N en E. 


Los siguientes teoremas resultan directamente de la definición de conjuntos isomorfos. 


Teorema 10-1-1: Si A es totalmente ordenado у В = А, В es totalmente ordenado. 


Teorema 10-1-2: Sea f: А = В un isomorfismo. Entonces ae А es primer elemento (últi 
nimal o maximal) si, y solamente si, fa) es primer elemento (último, mini 
maximal) de B. 


Teorema 10-1-3: Si A es isomorfo а В, entonces А es equipotente a В. 
El siguiente teorema es importante para la teoría que se va a desarrollar. 
Teorema 10-2: La relación definida entre conjuntos ordenados por A = B es una relación de equi- 
valencia, es decir, 


(1) А = А para todo conjunto ordenado 
(2) Si A ~ B, es B ~ A 
- (3) SIA=ByB=C,esA=C 


Observación 10-10: La condición en la Definición 10-3 de que 
а < а' si, y solo si, fla) < /(а') 
es equivalente a las dos condiciones siguientes: 


(1) а < а’ implica f(a) < fía"); (luego a > a' implica f(a) > /(а')). 
(2) а | а (no comparables) implica f(a) || f(a’). 


Por tanto, si los conjuntos están totalmente ordenados, solo (1) es necesaria. 
TIPOS ORDINALES 
Según el Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordenados por 
A=B 


es una relación de equivalencia. Por tanto, según el teorema fundamental sobre relaciones de equiva- 
lencia, todos los conjuntos parcialmente ordenados, y, en particular, todos los conjuntos totalmente 
ordenados, quedan repartidos por esta relación en clases disjuntas de conjuntos isomorfos. 


Definición 10-4: Sea A un conjunto totalmente ordenado y sea č la familia de los conjuntos isomor- 
fos al A. & se llama entonces el tipo de orden de А o el tipo ordinal de A. 


El tipo ordinal de cada uno de los conjuntos №, Z у О, o sea los números naturales, enteros y га- 
cionales, se denota respectivamente por о, лу у. 


Si ё es el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, entonces 2* denotará el tipo de orden de A con 
el orden inverso. 


Ejemplo 9-1: El tipo ordinal de Е = (2, 4, 6, ... } es w porque Е es isomorfo а N. 
Ejemplo 9-2: Nótese que N = (1,2, 3,... } en el orden natural no es isomorfo а N en el orden inverso; 


así que о + ox". Pero Z = {.... —2, —1. 0, 1,2,... } en el orden natural es isomorfo а 
Z en el orden inverso. Por tanto, л = 


www.FreeLibros.me 


CAP. 10] CONJUNTOS PARCIAL Y TOTALMENTE ORDENADOS 157 


Problemas resueltos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


1 


La relación en N, los números naturales, definida por «x divide a y» es un orden parcial. 
(1) Insertar el símbolo correcto, <, > о | (no comparable), entre cada par de números: 


(а) 2—8, (Б) 1824, (0) 93, (@ 5 15 


(2) Decir si cada uno de los siguientes subconjuntos de N es totalmente ordenado: 
(а) (24,2,6), (b) (3, 15,5), (с) (15,5,30), (d) (2,8,32,4), (е) (1,2,3,...), (f) {Т} 
Solución: 
(1) (a) Porque 2 divide a 8, 2 es anterior a 8, o sea 2<8. 
(b) 18 no divide a 24, y 24 no divide a 18; así, 18 |24. 


(с) Como 9 es divisible por 3, 9 > 3. 
(4) Como 5 divide a 15, 5< 15. 


(2) (a) Puesto que 2 divide a 6, el cual divide a 24, el conjunto es totalmente ordenado. 
(b) Сото 3 y 5 no son comparables, el conjunto no es totalmente ordenado. 
(c) El conjunto es totalmente ordenado porque 5 divide a 15, el cual divide а 30. 
(d) El conjunto es totalmente ordenado porque 2 < 4 < 8 < 32. 
(e) El conjunto no es totalmente ordenado, pues 2 y 3 no son comparables. 
(f) Cualquier conjunto formado por un solo elemento es totalmente ordenado. 


Sea V = (a, b, c, d, e), ordenado por el siguiente diagrama: 
a 
Z < > 
4 e >g 
(1) Insertar el símbolo correcto, <, > o || (no comparables), entre cada par de elementos: 


(a) ae, (bb lle, (о) da, (d) ella 


(2) Construir un diagrama de los elementos de V que defina el orden inverso. 
Solución: 
(1) (a) Como hay un «camino» de e a c a a, e es anterior a a; por tanto, a > e. 

(6) No habiendo camino de b а c, o viceversa, b || c. 

(с) Нау un camino de d a b a a; luego d < a. 

(d) Ni d< c ш с—< d; entonces c | d. 


(2) El orden inverso se encuentra invirtiendo el diagrama original y poniendo las flechas en sentido contrario, аі: 


Ordénense los números naturales, N, como sigue. Cada par de elementos a, a', є N se pueden es- 
cribir de manera unívoca así: 


а = 2(2в+1, а'=2'(2 + 1) 


donde r, r’, s, s'e (0, 1, 2,3,...}. Sea 


а-—<а'зїг <т'озїт =т'ретоз<' 
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Insertar el simbolo correcto, < o >, entre cada par de números siguientes: 


(a) 5—14, (B)6__9, (0) 320, (d) 1421 


Solución: 
Los elementos de № se pueden escribir como sigue: 


E 


DA AA 
о [1131517 5 
1 |2| е[10 [и [is 26 | 30 
¡ales 4 | 12 | 20 | 28 | зе | 44 | 52 | 60 


ИИИНИН 


Y entonces un número de una fila superior es anterior а un número de una fila inferior y, si dos números están 
en la misma fila, el de la izquierda precede o es anterior al número de la derecha. En consecuencia, 


(а) 5<14, (0) 629, (с) 3<20, (d) 14>21 


4. Sea N х N en orden lexicográfico. Insertar el símbolo correcto, < о >, entre cada par de elemen- 
tos де N х N que aparecen a continuación: 


(a) (6,78) (1,1), (b) (4,6)_—(4,2, (с) (5,5)—(4,23), (d) (1,3)— (1,2) 


Solución: 
Obsérvese que, de acuerdo con el orden lexicográfico, 


ба. Б) < (2. Б) sia<a о sia=aperob<b' 
(а) (5, 78) < (7, 1), pues 5 < 7. 

(Б) (4, 6) > (4, 2), pues 4 = 4 pero 6 > 2. 

(с) (5, 5) > (4, 23), pues 5 > 4. 

(d) (1, 3) > (1, 2), pues 1 = 1 pero 3 > 2 


5. Sea A = (№, =), el conjunto de los números naturales en el orden natural, y sea B = (№, >), el 
mismo conjunto en el orden inverso. Además, denótese con A х В el orden lexicográfico de N х М 
según el orden de A y de B. Insertar el simbolo correcto, < o >, entre cada par de elementos de 
N х N que aparecen en seguida: 


(a) (3,8)— (1,1), (b) (2,1)—(2,8), (с) (3,3) (3,1), (d) (4,9) (7,15) 
Solución: 


pr a<a 
Se aplica la regla: (a, b) < (а, Б) si le A УЧЫ 
(а) (3, 8) > (1, 1), pues 3 > 1; es decir. 3 > 1, según el orden de А 
(b) (2, 1) > (2, 8), pues 2 = 2 pero 1 < 8; es decir, 1 > 8, según el orden de B. 
(с) (3, 3) < (3, 1), pues 3 = 3 pero 3 > 1; es decir, 3 < 1, según el orden de В. 
(d) (4, 9) < (7, 15), pues 4 < 7; es decir, 4 < 7. según el orden de А. 


6. Sea .Y la familia de los subconjuntos A de los números naturales N, donde A tiene las siguientes 
características: A es finito y el máximo común divisur de los elementos de А es 1. 


(1) Establecer si los siguientes subconjuntos de N pertenecen o no a Y: 


(a) (2,3, 8) (с) (2,5) (e) (4, 6,8) 
(b) (2,3, 5, 8) (d) (2,3,4,5, ...) (M 2,3) 
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(2) Ordenado Y por inclusión de conjuntos. es decir, por X $ Y si А С Y, sea 2 la subfamilia 
de «ef one contiene los conjuntos en (1) que pertenecen a 27. Construir un diagrama de 2. 

Solución: 

(1) El máximo común divisor de (4, 6. 8} es 2, y el conjunto (2, 3, 4, 5,...} no es finito: asi que estos 
dos conjuntos no pertenecen a s. Todos los otros sí pertenecen a 4 y. por tanto. a 2. 

(2) Un diagrama de % es como sigue: 


42, 3, 8) 42, 5) 


(2, 3, 5. 8) 


i2, 3} 
Sea A = {a, b, с} ordenado como sigue: 
а 
Ж кч 
Sea 2 la familia de todos los subconjuntos no vacios de A totalmente ordenados, y supóngase 27 
parcialmente ordenada por inclusión de conjuntos. Construir un diagrama de Y. 
Solución: 


Los subconjuntos de А totalmente ordenados son: (a). {b}, {с}, (a, b}, (а. с}. Así que un diagrama de «Y 
será asi: 


la, b) (a, с) 


к 


(by tay te) 
Sea В = (1,2, 3, 4, 5] ordenado como sigue: 


ZA, 
А, 


Sea 4 la familia de todos los subconjuntos de В totalmente ordenados que contienen 2 o más ele- 
mentos, y supóngase parcialmente ordenada por inclusión. Construir un diagrama de #. 
Solución: 

Los elementos de 4 son: (1,2, 4}, (1,2, 5). (1,3, 5). fl. 
tanto, el diagrama de % es como sigue: 


4}. (2,4). (1, 5}, (2, 5). 11. 3), (3, 5). Por 


{1,2,4} {1,2,5} (1,3,5) 


3, 
4,9240 IC A (8,5) 


MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 


9. 


Sea A = (2,3, 4, 5, ...) ordenado por «х divide a y». (1) Hallar todos los elementos minimales. 

(2) Hallar todos los elementos maximales. 

Solución: 

(1) Si p es un número primo, entonces р divide а р solamente (porque 1 £ 4): por tanto, todos los números pri- 
mos son elementos minimales. Si a є A no es primo. hay entonces un número b£ A tal que b divide a a, о 
sea que b <a, y b # a. Por consiguiente. los únicos elementos minimales son los números primos. 

(2) No hay elementos maximales, porque para todo ae A. a divide а 24. por ejemplo. 
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10. Sea В = (1,2, 3, 4, 5) ordenado como sigue: 
1 

Z N 

2 3 

INZ 
4 5 


(1) Hallar todos los elementos minimales. (2) Hallar todos los elementos maximales. (3) ¿Tiene 
B un primer elemento? (4) ¿Tiene B un último elemento? 

Solución: 

(1) Ningún elemento es estrictamente anterior a 4 ó 5; con que 4 y 5 son elementos minimales. 

(2) El único clemento maximal es 1. 

(3) No hay primer elemento; 5 по es primer elemento porque 5 по es anterior a 4. 

(4) El número 1 es un último elemento porque es posterior a todo elemento de В. 


1: Demostrar que si a y b son elementos minimales de un conjunto A totalmente ordenado, enton- 
cos a = b. 
Solución: 
Los elementos a y b son comparables puesto que A es totalmente ordenado; así que a 5 b o b < a. Como 
b es un elemento minimal, a 5 b implica a = b, y como a es un elemento minimal, b < a implica b = a. En 
todo caso a = b. 


12. Sea В = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10} ordenado por «x es múltiplo de y». (1) Hallar todos los elementos 
maximales de B. (2) Hallar todos los elementos minimales de, B. (3) ¿Tiene B un primero o un úl- 
timo elemento? 

Solución: 


Constrúyase primero un diagrama de B como sigue: 
3 Ре 5 
ё E М": 
t 
8 


(1) Los elementos maximales son 3, 2 y 5. (2) Los elementos minimales son 9, 6, 8 y 10. (3) No hay prime- 
ro ni último elemento. 


MAYORANTES Y MINORANTES 
13. Sea W= (1,2, ..., 7, 8) ordenado 


Considérese el subconjunto V = (4, 5, 6} de W. (1) Hallar el conjunto de mayorantes de V. 
(2) Hallar el conjunto de minorantes de V. (3) ¿Existe el sup (И)? (4) ¿Existe el inf (V)? 


Solución: 
(1) Cada uno de los elementos de (1, 2, 3), y solo éstos, es posterior a todo elemento de V y, por tanto, 
es mayorante. 


www.FreeLibros.me 


CAP. 10] CONJUNTOS PARCIAL Y TOTALMENTE ORDENADOS 161 


(0) Solo 6 y 8 son anteriores a todo elemento de V; por tanto, 16, 8} es el conjunto de los minorantes. Nóte: 
se que 7 no es un minorante porque 7 по es anterior a 4 ni a 6. 

(3) Como 3 es un primer elemento en el conjunto de los mayorantes de Y, sup(Y) = 3. Nótese que 3 no рег- 
tenece a V, 

(4) Сото 6 es un último elemento del conjunto de los minorantes de V, ИМУ) = 6. Nótese aquí que 6 per- 
tenece а V. 


14. Sea D=(1,2,3, 4, 5, 6) ordenado como sigue: 


Considérese el subconjunto Е = (2, 3, 4) de D. (1) Hallar el conjunto de mayorantes de E, 

(2) Hallar el conjunto de minorantes de Е. (3) ¿Existe sup (Е)? (4) ¿Existe inf (Е)? 

Solución: 

(1) 1 y 2, y ningún otro elemento, son posteriores а todo número de E: luego (1, 2) es el conjunto de 
mayorantes de Е. 

(2) 5 y 6, y solo estos numeros, son anteriores a todo número de E; luego (6, 5) es el conjunto de mi- 
norantes de Е. 

(3) Como 2 es un primer elemento en {1, 2), el conjunto de mayorantes de Е, entonces sup(E) = 2. 

(4) Сото {5, 6), el conjunto de minorantes de E, carece de último elemento, no existe inf(£). 


15. Sean Q, el conjunto de los números racionales, y su subconjunto А = {х | xe Q, х? < 3}. 
(1) ¿A es mayorado, es decir, tiene A un mayorante? 
(2) ¿A es minorado, es decir, tiene A un minorante? 
(3) ¿Existe sup (4)? 
(4) ¿Existe inf (4)? 
Solución: 
(1) А es mayorado porque, por ejemplo. 50 es un mayorante. 
(2) No hay minorantes de A; luego A no es minorado. 
(3) Sup(4) по lo hay. Considerando A como un subconjunto de R, los números reales, entonces Y sería 
el extremo superior de A: pero como subconjunto de Q, no existe sup(4). 


(4) Tampoco hay inf(4) puesto que el conjunto de minorantes es vacío. 


16. Sea «Y una familia de conjuntos parcialmente ordenada por inclusión, y sea @ = {А,},,, un sub- 
conjunto de f. 
(1) Demostrar que si ВЕ Y es un mayorante de 2, entonces (Ver 4) С В. 
(2) ¿Es U;es А; un mayorante de 8? 
Solución: 
(1) Sea х un elemento de U; 14, Entonces existe un А, con je /, tal que x £ A, Como B es un mayorante, 


4, D В. luego х pertenece a В. Como x £ (71,14, implica x £ В, entonces (U;.¡4) С B. 
(2) Aun siendo (4;), ‚у una subfamilia de af, puede suceder que la unión U, ¿,4, no sea elemento de ай. Por 


tanto, Uie A, es un mayorante de Ẹ si, y solamente si, U,, А, pertenece a Y. 


17. Sea N, los números naturales, orden«do por «х divide a y», y sea A= (ay, a, ..., ap), un sub- 
conjunto finito de N. (1) ¿Existe inf (4)? (2) ¿Existe sup (4)? 
Solución: 
(1) El máximo común divisor de los elementos de А es inf(A) y existe siempre. 
(2) El mínimo común múltiplo de los elementos de A es sup(4) y existe siempre. 
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CONJUNTOS ISOMORFOS 
18. Раг un ejemplo de un conjunto ordenado X = (4, Q} isomorfo al Y = (4, A7*), el conjunto 
А con el orden inverso. 
Solución: ` 


El conjunto de los números racionales О, con el orden natural, es isomorfo а О con el orden inverso. En 
efecto, la función f: Q > О definida рог Дх) = —x es un isomorfismo porque para reales cualesquiera 


х у si, y solamente si, —х=—у 


Como segundo ejemplo, sea el conjunto W = (a, b, с, d, e, f} ordenado como sigue: 
Eo b 

о 

а 
РА 


El diagrama siguiente, obtenido inviruendo el diagrama original у las flechas, define el orden inverso: 
Y РА 
а 


| 
LN 


Nótese que los dos diagramas son semejantes. La función 


f = ((a,e), (6,7, (c,d), (d,c), (e, a), (4,0)) 
es un isomorfismo. 


19. Sea A un conjunto ordenado y, para todo elemento a £ A, sea (а) el conjunto de los elementos 
anteriores a a; es decir, que 


Sa) = {z | zeA, ха} 


Sea, además, а/ = (S(a))a, a la familia de todos los conjuntos S(a), ordenada parcialmente por 
inclusión. Demostrar que А es isomorfo a 4. 
Solución: 


Hay que demostrar que la función f: А — «Y definida por f : х — S(x) es un isomorfismo. Si a 2 b, enton- 
ces x а implica х < b; por tanto, а < b implica Sía) С S(b). Asi si Sía) С S(b), entonces a є Sía) pertene- 
ce también a S(b); luego Sía) С S(b) implica а $ b. De modo que f preserva el orden. 

Por definición, f ез sobreyectiva. Demostremos que también es inyectiva. Si a +. b, entonces o bien a < b, 
о b< a о a y по son comparables. En el primero y último casos, b e S(b) no pertenece a Sía). En el segundo 
caso, a e Sía) no pertenece a S(b). Asi, pues, en todos los casos, Sía) + S(b). Por consiguiente, / es inyectiva. 

Y se tiene entonces, que f es un isomorfismo. 

Por ejemplo, considérese el conjunto A = (a, b, с, d, e) ordenado asi: 


7 
ze, 
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Obsérvese que Y = (Sía), S(b), 5(с), S(d), $(е)} está ordenado como sigue: 
fa,e,d,e) — (b,0,d,e) 


fc, d, e) 


{d} {e} 


Y, además, que los dos diagramas son semejantes. 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


20. La relación en N, los números naturales, definida por «x es múltiplo de y» es un orden parcial. 
(1) Insertar el simbolo correcto, <, >, o || (no comparables) entre cada par de números. 


(а) 37, (b) 2—8, (c)6__1, (d) 3—33 


(2) Decir si los siguientes subconjuntos de N están o no totalmente ordenados: 


(a) {8, 2, 24} (с) {5, 1, 9} (о) (2,4,6,8,...) 
(b) {5} (d) {2, 4, 8, 24} (Р (15, 3,9) 


21. Sea W = (1, 2, 3, 4, 5, 6) ordenado como sigue: 


e 
г | 5 
la 


(1) Insertar el símbolo correcto, <, >. o [| (no comparables) entre cada раг de elementos. 
(a) 1 6, (5) 4 5, (с) 5 1 (44 2 

(2) Construir un diagrama de los elementos de W que defina el orden inverso. 

(3) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados, y que contenga cada uno al menos tres elementos. 


(4) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados en el orden inverso, у que contenga cada uno 
al menos tres elementos. 


2 


22. Sea А = (N, =) los números naturales con el orden natural, sea В = (N, =) los números naturales con el orden 
inverso y sea A х В, en orden lexicográfico. Insertar el simbolo correcto, < o >, entre cada par de los siguien- 
tes elementos de А х B. 


(a) (1,3) — (1,5), (Б) (4,1) — (2,18), (е) (4,30). —..(4,4), (4) (2,2) —(15, 15) 


23. Sea Р = (1,2, 3, 4) ordenado como sigue: 


3 
4 
Sea @ la familia de todos los subconjuntos no vacios de D totalmente ordenadas por inclusión. Construir un dia- 


grama de 2. 
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MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 
24. Sea В = la. b, с, d, e, f} ordenado а 


а 
с 
AAN 
y 
d o / 
(1) (a) Hallar todos los elementos minimales de В. (c) ¿Tiene B un primer elemento? 
(b) Hallar todos los elementos maximales де В. (d) ¿Tiene B un último elemento? 
(2) Sea Æ la familia de todos los subconjuntos no vacios totalmente ordenados, y supóngase @ ordenada por 
inclusión. 
ta) Hallar todos los elementos maximales de 2. (с) ¿Tiene 3 un primer elemento? 
(h) Hallar todos los elementos minimales de %. (d) ¿Tiene Y un último elemento? 
25. Sea М = (2,3, 4. ... | y supóngase М х М ordenado como sigue: 


(а, Б) (с, d) si a divide a с y si b es menor o igual que d 
(1) Encontrar todos los elementos minimales. (2) Encontrar todos los elementos maximales, 


26. Sea M = {2,3,4.... } ordenado por «х divide a y». Por otra parte, sea „# la familia de todos los subconjun- 
tos no vacíos totalmente ordenados de M, estando .4 parcialmente ordenada por inclusión. (1) Hallar todos los 
elementos minimales de .4. (2) Hallar todos los elementos maximales de M. 


27. Establecer la verdad o falsedad de las siguientes aserciones, y en caso de falsa dar un contra-ejemplo. 
(1) Si un conjunto parcialmente ordenado А tiene solo un elemento maximal a, entonces a es también un úl- 
timo elemento. 
(2) Si un conjunto finito A parcialmente ordenado tiene solo un elemento maximal a, entonces a es también 
un último elemento. 
+ (3) Si un conjunto A totalmente ordenado tiene solamente un elemento maximal a, entonces a es también un 
último elemento. 


MAYORANTES Y MINORANTES 
28. Sea W= (1, 2,..., 7, 8) ordenado como sigue: SL 
кё “ы. 
DSA S 
D 


(1) Considerando el subconjunto А = {4, 5, 7} de W. 


(a) Hallar el conjunto de mayorantes de A (с) ¿Existe зир(А)? 

(0) Hallar el conjunto de minorantes de А. (d) ¿Existe inf(4)? 
(2) Considerando el subconjunto В = {2, 3, 6) de W, 

(а) Hallar el conjunto de mayorantes de В. (с) ¿Existe sup(B)? 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de В. (d) ¿Existe inf(8)? 
13) Considerando el subconjunto C = {1, 2, 4, 7! de W, 

(a) Hallar el conjunto de mayorantes de C. (c) ¿Existe sup(C)? 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de С. (а) ¿Existe inf(C)? 


29. Sean O. el conjunto de los números racionales con el orden natural, y su subconjunto А: 


А = {х|хЕ0, 8 < <15} 


(l) ¿Es A mayorado? (2) ¿Es A minorado? (3) ¿Existe sup(4)? (4) ¿Existe inf(4)? 
CONJUNTOS ISOMORFOS 


30. Hallar el máximo número de conjuntos de tres elementos parcialmente ordenados, no isomorfos dos а dos. y 
constrúyas< un diagrama de cada uno. 


31. Demostrar el Teorema 10-2: La relación definida entre conjuntos por A = В es una relación de equivalencia. 
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Respuestas a los problemas propuestos 
20. (1) (a) 317, (b) 2>8, (с) B<1, (d) 3>33 
(2) (a) Si, (b) Si. (с) No, (d) Si. (е) No, (f) No 


21. (1) (a) 1>6, (b) 485, (e) 511, (d) 4<2 
(2) 


6, 

N 
“| | 
Y Е: 


(3) (1,3,4), {1,3,6}, (2,3,4), {2,3,6}, (2,5, 6) 
Los mismos conjuntos que en (3). 


22. (a) (1,3) > (1,5), (b) (4,1) > (2,18), (с) (4,30) < (4,4), (d) (2,2) < (15,15) 


з. (1,3,4) (2,3, 4) 


M ы я Б oa AR S 


24. (1) (a) dyf. (b)a, (с) №, (d) Si, a es un último elemento. 
(2) (a) ta, b, d}, 4а, b, e, f}, la, с, f} 
(b) Los subconjuntos de un elemento: {а}, {b}, {с}. {4}, {е}, U} 
(с) No, (d) No 


25. (1) Cualquier par ordenado (p, 2), donde p es primo, es un elemento minimal. 
(2) No hay elemento maximal. 


26. (1) Cada subconjunto de un elemento es un elemento minimal. 
(2) Cada conjunto de la forma (p,, рур, PiPaP», - - - }, donde p;, pa... . es cualquier sucesión de primos, es 
un elemento maximal. 


27. (1) Falsa. Considérese, рог ejemplo, el conjunto (a, 1, 2, 3,... } ordenado como sigue: 


a 
ха 


Nótese que el subconjunto {1, 2, 3,... } tiene el orden natural. Entonces a es un elemento maximal, el único, 
pero no es un último elemento. 

(2) Cierta. (3) Cierta. En efecto, un conjunto totalmente ordenado puede tener a lo más un elemento maximal 
que será siempre un último elemento. 


28. (1) (a) {1,2,3}, (5) (8), (с) sup(4) = 3, (d) infí4) = 8 

(2) (a) (2), (6) (6, 8), (с) ѕир(В) = 2, (d) inf(B) = 6 

(3) (a) Ø. No hay mayorantes. (b) (8), (с) No, (d) infiC) = 8. 
29. (1) Si, (2) Si, (3) No, (4) inf(4) =2 


30. Hay cinco maneras no isomorfas de ordenar tres elementos, о sea de ordenar un conjunto А = (a, b, с}: 


a 
t 
$ b a b a 
ОД ы, рй | sZ й \, 
в @ в) w в 
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Conjuntos bien ordenados. Números ordinales 


CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 

No todo conjunto ordenado, ni aun totalmente ordenado. tiene un primer elemento. Una de las 
propiedades fundamentales de №. el conjunto de los números naturales con el orden natural, es que 
М y cada subconjunto de № tiene un primer elemento. Un conjunto ordenado se dice bien ordenado si 
tiene esta propiedad. Asi, pues, 

Definición 11-1; Sea A un conjunto ordenado tal que cada subconjunto de А tiene un primer ele- 
mento. А se dice entonces conjunto bien ordenado. 

En particular, todo conjunto A bien ordenado es totalmente ordenado. Pues si a, b £ A, el subcon- 
junto (a, b} de A tiene un primer elemento, que, por tanto, debe ser anterior al otro, y entonces dos ele- 
mentos cualesquiera de A son comparables. 

Los siguientes teoremas resultan directamente de la anterior definición. 


Teorema 11-1-1: Todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es bien ordenado. 
Teorema 11-1-2: Si А es bien ordenado у В es іѕотогѓо a A, entonces В es bien ordenado. 


Ejemplo 1-1: Sean los subconjuntos ordenados 


А, = {1.3,5....| y А4,={2,4.6....} 
Че М. que son también bien ordenados. Entonces la unión (ordenada de izquierda a derecha) 
AUA: Ж DAN AA 


es también bien ordenada. Este ejemplo muestra que es posible que un conjunto, tal como 
el N = А, U А, sea bien ordenado de más de una manera 


El ejemplo anterior se puede generalizar como sigue 
Teorema 11-2: Sea (4;),,, una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
a dos. Entonces la unión de los conjuntos U;,; 4; es bien ordenada. (El orden de la 
unión de una familia totalmente ordenada de conjuntos totalmente ordenados está 
definido en el Ejemplo 2-4 del Capítulo 10.) 


Ejemplo 1-2: Sea V = (a,. az. -- - a,) un conjunto finito cualquiera totalmente ordenado. Se puede en- 


tonces escribir i ‚ 
И = {а аьа) 


donde los ay son los elementos originales reordenados según el orden. Se ve que V es bien 
ordenado. Nótese, además. que cualquier conjunto totalmente ordenado de n elementos 


W = [bio bye ere Ы) 


es isomorfo al V. 


A la vista del Ejemplo 1-2 se establece el 
Teorema 11-3: Todos los conjuntos finitos totalmente ordenados que tienen el mismo número de 
elementos son bien ordenados y son isomorfos entre si. 


INDUCCION TRANSFINITA 
Es bien conocido el 
Principio de inducción matemática 
Dado un subconjunto S de М, los números naturales, tal que 


0) les 
(2) neSimplican + 1e 5. 


resulta ser 5 el conjunto de los números naturales (es decir, 5 = N). 


166 
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Este principio es uno de los axiomas de Peano para los números naturales, pero se le puede de- 
mostrar como consecuencia de ser № bien ordenado. Y de hecho, para todo conjunto bien ordenado 
es válido un principio análogo. 


Principio de inducción transfinita 
Dado un subconjunto S de un-conjunto bien ordenado А tal que 
(1) aeS 
(2) s(a) С S implica a € S. 
entonces 5 = A. 


Aquí es ay el primer elemento de A y s(a), llamado secc 
de elementos de A estrictamente anteriores a a. 


ón inicial de a, se define como el conjunto 


ELEMENTOS LIMITE 


Un elemento b de un conjunto ordenado А se llama siguiente de un elemento a £ A, y el a se Пата 
precedente del b, si a < Б y no existe ningún elemento ce A tal que 


a<c<b 
Ejemplo 2-1: Sea А = (a, b, c, d, e} ordenado como sigue: 
а 
А Ей эы, 
а н" 
Entonces b es siguiente tanto de d como de е, y e es precedente tanto де b como de с. 
Ejemplo 2-2: Sea el conjunto Q de los números racionales. Ningún elemento de Q tiene siguiente ni pre- 
cedente. Pues si a, be Q, con a < b, por ejemplo, entonces (а + b/2€ Q y 


a< (a+ b)/2<b 


Ejemplo 2-3: Sea A un conjunto bien ordenado y sea M(a) el conjunto de los elementos estrictamente su- 
periores a ae A. Si Mía) + Ø, es decir, si a по es un último elemento, entonces Mía) tiene 
un primer elemento b que es el siguiente de а. 


El Ejemplo 2-3 sugiere el 
Teorema 11-4: Todo elemento de un conjunto bien ordenado tiene un siguiente, excepto el último 
elemento. 


No vale, en cambio, proposición análoga al Teorema 11-4 en cuanto a los precedentes, pues exis- 
ten elementos bien ordenados en los cuales hay elementos, distintos del primero, que carecen de ele- 
mento precedente. 

Ejemplo 2-4: Sean D = {1, 3, 5, ..- } y E = (2. 4, 6,... }. Entonces еп el conjunto bien ordenado 


{D: Е} 22,46...) 


se ve que ni I пі 2 tienen precedente. 


Observación 11-1: Aquí y en lo que sigue, (D; Е} denota el conjunto D U E ordenado de izquierda 
a derecha, esto es, que todo elemento de D es anterior a todo elemento de £ y que 
entre los elementos de cada conjunto se guarda el mismo orden. 


A la vista del ejemplo anterior, se hace la 


Definición 11-2: Se llama elemento límite en un conjunto bien ordenado, un elemento distinto del 
primero y que no tiene precedente. 
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SECCION INICIAL 


Sea A un conjunto bien ordenado. La sección inicial s(a) de un elemento а є A es el conjunto de 
todos los elementos de A estrictamente superiores a a. Es decir, 


s(a) = {x | x£ A, x< a} 
Es claro que s(a) es un subconjunto de A. 
Ejemplo 3-1: Sean D = {1,3,5,...} y E = {2, 4, 6....). Sea el conjunto bien ordenado 


(0) Е) =“ (1,3,5,...:2,4,6,..) 
Entonces s(1) = Ø, (5) = (1,3), з(2) = (1,3,5,...), у e(8) = {1,3,5,...: 2,4,6). 


En el teorema siguiente se enuncia una propiedad fundamental de las secciones i 


Teorema 11-5: Sea 5(4) la familia de todas las secciones iniciales de elementos de un conjunto bien 
ordenado A, y supóngase S(4) ordenado por inclusión. А es entonces isomorfo а 
S(4), y en particular, la función f: A > 5(4) definida por f: х > s(x) es un isomor- 
бето de A en S(4). 


ISOMORFISMO ENTRE UN CONJUNTO BIEN ORDENADO Y SUS SUBCONJUNTOS 


Sean los números naturales У y el subconjunto E = (2, 4, 6,.. .} de N. La función f: N > E de- 
finida por f(x) = 2x es un isomorfismo de N en su subconjunto E. Nótese que, para todo x € М, 


xxx) 
propiedad que es cierta en general. 


Teorema 11-6: Sea A un conjunto bien ordenado, sea B un subconjunto de A y sea la función 
Г: A — В un isomorfismo de А en B. Entonces, para todo a £ A, 


a X fla) 


Las importantes propiedades que siguen de los conjuntos bien ordenados son consecuencia del 
teorema anterior. 


Teorema 11-7: Si dos conjuntos bien ordenados A y B son isomorfos, existe un único isomorfismo 


de A en B. 


Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo a una de sus secciones iniciales. 


COMPARACION DE CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 4 


El teorema siguiente establece una importante relación entre dos conjuntos bien ordenados cua- 
lesquiera: 


Teorema 11-9: Dados dos conjuntos bien ordenados А y В, o bien son isomorfos entre sí o bien uno 
de ellos es isomorfo a una sección inicial del otro. 
Si un conjunto bien ordenado A es equivalente a una sección inicial de un conjunto bien ordena- 
do В, se dice que А es más corto que В о que В es más largo que А. Con estas definiciones, el 
Teorema 11-9 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Teorema 11-9': Sean a A y В bien ordenados; entonces A es más corto que B, А es isomorfo a Во 
А es más largo que В. 
Este teorema se puede reforzar como sigue: 


Teorema 11-10: Si ./ es una familia de conjuntos bien ordenados no isomorfos dos a dos, existe un 
conjunto А є 4 que es más corto que cualquier otro conjunto de .4. 
Ejemplo 41: Sean los dos conjuntos finitos bien ordenados: 
A= lar. a) y B=b,..., ba 


Si n < m, A es isomorfo al segmento inicial (bj, .., Б.) de В; sería entonces А más corto 
que В. Del mismo modo, si n > т sería A más largo que В. 
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Ejemplo 42: Obsérvese que N = [1, 2, 3, ... } es más corto que el conjunto bien ordenado 
E E 


puesto que es isomorfo a la sección inicial (1, 3, 5.... 


NUMEROS ORDINALES 


Recordando otra vez que, según cl Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordena- 
d 
los por Eaa 
о isomorfismo de conjuntos, es una relación de equivalencia; y que por el teorema fundamental sobre 
relaciones de equivalencia todos los conjuntos ordenados, y en particular los bien ordenados. quedan 
repartidos en clases disjuntas de conjuntos isomorfos, se ticne entonces la 


Definición 11-: 


: Dado un conjunto bien ordenado A, la familia A de los conjuntos bien ordenados 
isomorfos a А se llama número ordinal de A y se escribe 


A = ога (A) 
Definición 11-4: El número ordinal de cada uno de los conjuntos bien ordenados 
TA 
se denota por 0, 1, 2, 3...., respectivamente, y se dice número ordinal finito. Todos 
los demás ordinales se llaman números transfinitos. 
Definición 11-5: El número ordinal de los números naturales se denota por 
w = ord (№) 


Observación 11-2: Si bien se emplean los mismos símbolos 0, 1, 2,3,... para denotar números natu- 
rales, números cardinales, y ahora números ordinales, el significado particular 
que tengan tales símbolos lo indicará el contexto en que aparezcan. Por otra par- 
te, como, según el Teorema 11-3, dos conjuntos finitos bien ordenados del mismo 
número de elementos son їзотс+ эв, 0, 1, 2, son los únicos números ordinales 
finitos. 

Dada la definición de tipo ordinal de un conjunto totalmente ordenado, vista en el capitulo an- 
terior, la Definición 11-3 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Definición 11-. 


3': Si À es el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, y si A es bien ordenado, А se Пата 
número ordinal. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS ORDINALES 
Puede definirse como sigue una relación de desigualdad entre números ordinales 
Definición 11-6: Si A у и son dos números ordinales, y si А y В son dos conjuntos bien ordenados ta- 
кеште A =0rd(4) y u= ord (B) 
es 
А<н 


si A es isomorfo a una sección inicial де В. 
O sea que con A = ord (4) y и = ога (В). 


A <р si A es más corto que B 
А = и si А esisomorfo a В 
А> р si A es más largo que В 
Аер sidh<poi=p 
A=p sid>pok=pu 


www.FreeLibros.me 


170 CONJUNTOS BIEN ORDENADOS. NUMEROS ORDINALES (САР. 11 


Ejemplo 5-1: Sean los dos conjuntos finitos bien ordenados 


А = (а, а, .--, а} y B=(b,..., bm) 
ordenados de izquierda a derecha. Si п = т, entonces А es isomorfo a la sección inicial 
{bis .... ba} de В. Con lo que ord(4) =ord(B). 


Esto es, que si n = т como números ordinales, si, y solamente si, n = т como núme- 
ros naturales. De modo que la relación de desigualdad entre números ordinales es una gene- 
ralización de la relación de desigualdad en el conjunto de los múmeros naturales. 


Ejemplo 5-2: Sea А = ord({1, 3, 5,...; 2, 4, 6,... }). Como М, los números naturales, es isomorfo a la 
sección inicial (1, 3, 5, 


о <А 


El teorema que sigue es una consecuencia directa del Teorema 11-9 y de la definición anterior. 
Teorema 11-11: Todo conjunto de números ordinales queda totalmente ordenado por la relación 
=н. 
А la vista del Teorema 11-10, el teorema anterior se puede reforzar así: 


Teorema 11-12: Todo conjunto de números ordinales es bien ordenado por la relación A = н. 


Sean ahora A un número ordinal y s(A) el conjunto de números ordinales menores que A. Según 
el teorema anterior, s(A) es bien ordenado y, рог tanto, ога (5(2.)) existe. ¿Qué relación habrá entre A 
y ord (s(A))? El teorema que sigue responde a esta pregunta. 


Teorema 11-13: Sis(2) es el conjunto de ordinales menores que el ordinal A, es А = ord (s(A)). 


Observación 11-3: Como los números ordinales son bien ordenados, todo ordinal tiene un siguien- 
te. Algunos ordinales no nulos, como, por ejemplo, w, no tienen precedente; 
tales números se llaman números ordinales límite о simplemente números 
límite. 


ADICION ORDINAL 
Para los ordinales se define una operación de adición como sigue: 


Sean À у и números ordinales tales que А = ord (4) у и = ога (В), siendo A y В 


Definición 11- 
disjuntos. Entonces 


à + и = ord ((4; B)) 


Ejemplo 6-1: Nótese que con w = ord({1, 2. ...)) y л = ord({a;, ..., a,}) se tiene 
n+o = ord((a,... as; 1,2,...)) = ы 
Рего vtn = ord((1,2,...; 4, ...,4)) > ә 


ya que № es equivalente a S(a,), la sección inicial de ay. 


Asi, pues, por el Ejemplo 6-1, se ve que la operación de adición de números ordinales no es con- 
mutativa. Pero si se verifica que 


Teorema 11-14: (1) La adición de números ordinales сѕ asociativa: 
A+ tn = А+ (+) 
(2) El ordinal 0 es un elemento aditivo neutro: 
О+А =A+0=A 
Ejemplo 6-2: Еп este ejemplo se denotarán los ordinales finitos por 
9*,1°,2°*,... 
Sean ahora dos conjuntos finitos disjuntos bien ordenados 


DS S aj y B=4b,..-. ba} 
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Entonces 
п* +m? = ord(A) + ord(B) = ord((4; B) = (n+m)* 


Así que la operación de adición de ordinales finitos corresponde a la operación de adición 
de números naturales. 


Recuérdese otra vez que el conjunto de los números ordinales es él mismo un conjunto bien orde- 
nado, así que cada ordinal tiene un siguiente. Para los ordinales finitos, o sea para los números natura- 
les, se ve claramente que п + 1 es el siguiente de л. El teorema que sigue establece la certeza general 
de esta propiedad. 


Teorema 11-15: SiA es un número ordinal, A + 1 es el siguiente de 1. 


La adición de números reales, y, por tanto, la de los números naturales, es una operación binaria 
que se puede generalizar por inducción a una suma 


а +а + +0 

finita de sumandos reales. La suma de un número infinito de números reales, como, por ejemplo, 
1+2+8+4+... 
O iher 


carece de significado (a menos que se introduzcan los conceptos sobre límites). Y, en cambio, sí es po- 
sible definir la suma de un número infinito de números ordinales como sigue: 

Sea (A¡);,, un conjunto bien ordenado, finito o infinito, de números ordinales. Es decir, 7 es un 
conjunto bien ordenado y a cada ¡e / corresponde un número ordinal A,. Y sea 


м = ord (Ai) 


Entonces la familia de conjuntos (А; х (1));,, es una familia bien ordenada de conjuntos bien orde- 
nados disjuntos dos a dos. Por el Teorema 11-2: 


Uer (A X (0) 


es un conjunto bien ordenado. Por consiguiente, queda establecido que 


Definición 11-8: Sea (A;),., un conjunto bien ordenado de números ordinales A, = ord (А1). En- 
tonces 


Х,ал = ord(U (4X (9) 


ta^ 


Ejempio 6-3: Según la anterior definición 1 + 1 + 1... = о. Más aún, рага todo A, finito (y diferente 
de 0) se tiene 


м + м+%»ӊ + = Buni = e 


MULTIPLICACION ORDINAL 


Se define como sigue una operación de multiplicación para números ordinales 


Definición 11-9: Si A у и son números ordinales tales que A = ord (А) y д = ord (В), entonces 
àu = ord ((4 х B)) 


donde {4 х В} está ordenado en orden lexicográfico inverso. 
Nótese que (4 х В) ordenado еп ord: > lexicográfico inverso quiere decir que 


(a, а) < (b, b') si а <Б o a' = Б pero a < b 


Observación 11-4: Si no se advierte otra cosa, el conjunto producto {А х В} de dos conjuntos bien 
ordenados A y B ha de ponerse en orden lexicográfico inverso. 
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Ejemplo 7-1: Teniendo en cuenta que 2 = ord(fa, b}) y que œ = ord((1, 2, 3, ... }), entonces 


20 = ord(((a,1),15,1), (a,2), (b, 2), ..., (а, т), (b,m), -..)) = а 
Pero 


“2 = ord ({(1,a), (2,0), ...; (1,0), (2,0), ...) > в 
pues que N es isomorfo a la sección inicial {(1, a), (2, а), ... }. 


Se ve, pues, que la operación de multiplicación de números ordinales no es conmutativa. Sin em- 
bargo, sigue siendo válido que 


Teorema 11-16: (1) La multiplicación es asociativa: 
Мил) = (An) 
(2) Та multiplicación es distributiva a la izquierda respecto de la adición: 
Ми +) = Ant An 
(3) El ordinal 1 es un elemento multiplicativo neutro: 


l=A1=A 


ESTRUCTURA DE LOS NUMEROS ORDINALES 
Escribiendo los números ordinales según su orden, primero vienen los ordinales finitos 
0,1,2,3,... 
y luego el primer ordinal límite œ y sus siguientes 
a vtl, o+2, ... 


Nótese (véase el Ejemplo 7-1) que ord ((0,1,2,...;0,0 + 1,0 + 2,...)) = 02. Asi que en seguida 
vienen el segundo ordinal límite (92 y sus siguientes 


02, 02+1, 2+2, 0243, ... 
El número límite que sigue es (13. Se prosigue así: 


o8, ub tl, A AN ...› 
siendo ww = w? el número límite que sigue a los números límites оп, соп п e N. Continuando: 
PS A A A A E A A 
Después 
Р PS С лу 


Luego están las potencias de œ: 


e 


Aquí œ” es el número límite que sigue a los números límite œ", соп n є N. Prosiguiendo: 


D alee ЭШЕ О 


Después de todos estos ordinales se tiene el ordinal е. Continuando: 


CO 


Cada uno de los números ordinales que se han enumerado es, a su vez, el número ordinal de un con- 
junto enumerable. 


CONSTRUCCION AUXILIAR DE LOS NUMEROS ORDINALES 
Recuérdese el 


Teorema 11-13: Si s(A) es el conjunto de números ordinales anteriores a A se tiene 
A = ord (s(à)) 
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Algunos autores utilizan esta propiedad de los números ordinales justamente como definición de 
dichos números. Dicho sencillamente: un número ordinal es el conjunto de los números ordinales que 
le preceden. Así, pues, 


Definición: 0 = Ф 2+2 = (0,1,2, ..., +1) 
{0} > 

(0,1) 3 
(0, 1,2) 


Una de las principales razones para desarrollar los números ordinales, como aquí aparece en esta 
definición, es el evitar ciertas contradicciones inherentes a la construcción de los números ordinales, 
como se hizo en lo que precede (véase Capitulo 13). 


Problemas resueltos 


1. Demostrar el principio de inducción transfinita. Dado un subconjunto 5 de un conjunto bien or- 
denado А con las propiedades siguientes: (1) ay £ S, (2) (а) С S implica a £ S, se sigue queS= A 
Solución: 

Supóngase $ # A о sea que A— 5 = Т по es vacio. Como А es bien ordenado, T tiene un primer elemen- 
to to. Todo elemento x £ (1) es anterior a г, y, por tanto, no puede pertenecer a T, perteneciendo entonces a $; 
así que S(to) С S. Por (2), to € S. Esto se contradice con lo de ser гє A — 5. De modo que la suposición del prin- 
cipio de que S # A no es cierta, o sea que S = A. (Obsérvese que en realidad (1) es consecuencia de (2) puesto 
que Ø = х(а,) es un subconjunto de 5 y, por tanto, implica ay € 5.) 


2. Demostrar el Teorema 11-5: Si S(4) es la familia de todas las secciones iniciales de elementos de 
un conjunto bien ordenado A, y S(A) está ordenado por inclusión, entonces A es isomorfo а 5(4) 
y, en particular, la función f:A— $(А) definida por f:x— s(x) es un isomorfismo de 
А en S(A). 
Solución; 

Por definición, f es sobreyectiva. Para demostrar que es inyectiva, supóngase que x + у; entonces uno de 
ellos, por ejemplo, х, es estrictamente anterior al otro; así, pues, х є s(»). Pero, por la definición de sección inicial, 
xg s(x). Así que s(x) + s(y), y entonces f es inyectiva. 

Para demostrar que f preserva el orden, o sea que 


x 3 y si, y solo si, stx) С 50у) 


supóngase х x y. Si a € s(x), entonces a < ху, por tanto, а < у; con lo que a £ з(у). Como a £ s(x) implica a € х(у), 
s(x) es un subconjunto de s(y). Suponiendo ahora х £ y, о sea que х > y, entonces y e s(x). Pero, por la defini- 
ción de sección inicial, y # s(y), y entonces s(x) С s(y). És decir, х $ y si, y solamente si, s(x) С 50). 


3. Demostrar el Teorema 11-6: Si А es un conjunto bien ordenado, В es un subconjunto de А y 
A= В es un isomorfismo de A en B, entonces, para todo ae A, a <$ f(a). 
Solución: 

Sea D = {х | Дх) < x}. Si D es vacio, el teorema es cierto. Si D + Ø, entonces, como A es bien ordenado, 
D tiene un primer elemento do. Nótese que dy є D implica fido) < do. Como f es un isomorfismo, 


Sido) < do implica f(f(do)) < fido) 
En consecuencia, fdo) también pertenece a D. Pero fido) < do y fido) є D está en contradicción con lo de ser dy 
el primer elemento de D. Lo que significa que la suposición previa de que D + £ lleva a una contradicción. Por 
tanto, D es vacio y el teorema es cierto. 


www.FreeLibros.me 


CONJUNTOS BIEN ORDENADOS. NUMEROS ORDINALES [CAP. 11 


Demostrar el Teorema 11-7: Si A y B son conjuntos bien ordenados isomorfos, hay un isomorfismo 
único de A en B. 
Solución: 

Sean f: А > B y g : A — В sendos isomorfismos. Supóngase f + g. Hay entonces un elemento хє А tal que 
Лх) + g(x). En consecuencia, o bien f(x) < g(x), o bien g(x) < fix). Sea fix) < g(x). 
Сото g : A + В es un isomorfismo, 27! : B— A también lo es. Además, 87! < f: A —› А, producto de compo- 
sición de dos isomorfismos, es un isomorfismo. Pero 


Јо) <glx) implica (87! Лх) < (g7* < gx) = х 


Se tiene así que к^! = fes un isomorfismo y que (е^! = f)(x) < х. Lo cual contradice el Teorema 11-6. De manera 
que la suposición de que f + g lleva a una contradicción у no puede haber, pues, más que un único isomorfismo 
de А еп В. 


Demostrar el Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo a una sección ini- 

cial suya. 

Solución 
Sean A un conjunto bien ordenado y f: А — (а) un isomorfismo de 4 en una de sus secciones iniciales, En- 

tonces fa) e s(a). Por tanto, 


Ла) <a 


lo que contradice el Teorema 11-6. A no puede ser, pues, isomorfo а una de sus secciones iniciales. 


Demostrar que si А es un conjunto bien ordenado y 5 es un subconjunto de А tal que 
a Xb y bes implica ae 5 
A o bien S es una sección inicial de A. 


Solución: 


Supóngase $ + A. А — 5 tiene entonces un primer elemento ay y claro es que ap # 5. Para demostrar que 
S = қад), sea х < ay; entonces x£ A — S, es decir, хє $; luego síay) C S. 
Supóngase ahora que y £ з(а), es decir, que ay $ y. Pero 
yeS y ау implica aeS 


lo cual contradice el que ay £ 5. Luego y £S. 
Es decir, y £ (ао) implica y £ S, lo cual significa que 5 С síao). Por tanto, 5 = s(ap). 


Demostrar que dos secciones iniciales de un conjunto bien ordenado no pueden ser isomorfas. 


Solución: 


Sean s(a) y s(b) dos secciones iniciales distintas, o sea que a + b. O bien a < b, o bien b < a; sea a < b. En- 
tonces s(a) es una sección inicial del conjunto bien ordenado s(b). Por consiguiente, según el Teorema 11-8, s(b) 
по es isomorfa а s(a). 


Demostrar: Sean A y B bien ordenados, y sea la sección inicial s(a) de A isomorfa a una sección 
inicial de B. Entonces s(a) es isomorfa a una sección inicial única s(b) de B. 
Solución: 

Sean s(a) = s(b) y sía) = s(b') con b, b' £ B. Entonces s(b) = s(b'). Por el Problema 7, s(b) = s(b”), y por tan- 
to, b = b'. 


Demostrar que si A y B son bien ordenados y tales que una sección inicial s(a) de A es isomorfa a 
una sección inicial s(b) de B, entonces toda sección inicial de s(a) es isomorfa a una sección inicial 
de s(b), es decir, 


а 5 a implica s(a’) = s(b”) donde b' < b 
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10. 


п. 


12. 


Y además que, si f : s(a) > s(b) es el isomorfismo de s(a) en s{b), entonces la restricción de fa s(a у 
es el isomorfismo de s(a') en s(b') = fís(a”)) 


Solución: 
Sea /(a') = h'. Nótese que la restricción de f a sía') es inyectiva y que preserva el orden, de modo que 


s(a’) = fista’), 
Además. como f es un isomorfismo 


а*<а si, y solo si, fat) <b 


Asi que físta')) = s{b') у. por tanto, s(a') = sih’). 


Demostrar que si A y B son bien ordenados y 
S = {x | x£ A, з(х) = 5(у) donde y e B} 


[es decir,-si cada elemento x e 5 es tal que su sección inicial s(x) es isomorfa a una sección inicial 
s(») de В], entonces 5 = А o bien 5 es una sección inicial de A. 
Solu 


Sean x e Se к Ж x. Por el Problema 9. s(y) es isomorfa a una sección inicial de B: luego y є S. O sea que 
уЖхух$ implica yes 
Por el Problema 6. $ = А о bien 5 es una sección inicial de 4 


Demostrar que si 4 y B son bien ordenados y 


S = (= | rea, s(x) =s(y) donde yeB) 
т {у | уєВ, з(у) = s(x) donde zeA} 


entonces S es isomorfo a Т. 
Solución: 

Sea х e S. Entonces. por el Problema $. s(x) es isomorfa a una sección única з(у) de B. Asi. а cada x £ 5 co- 
rresponde un único y € Y tal que 5(х) = 5(у) y viceversa. Por tanto, la función f: 5 — T definida por 


Лх) = si six) = so) 
es inyectiva y sobreyectiva. 
Sean ahora x', x € S, f(x) = у, f(x) 
esto es, que f preserva el orden. 
Sea Ø : s(x) —* si). El isomorfismo de s(x) en s(f(x)) = зу). Según el Problema 9, Ø en su restricción а 


s(x’) es un isomorfismo de slx’) en la sección inicial s(Ø(x')) de B. Pero, por el Problema 8. solo hay un iso- 
morfismo único de s(x’) еп В. En consecuencia, @(х') = f(x") = y”. Сото @(х')є sty). 


Dix) = 


y x' < х. El teorema queda demostrado si se prueba que y" < y. 


“жу 


Por tanto, $ es isomorfo a Т. 


Demostrar el Teorema 11-9: Si А y В son bien ordenados, o bien А es más corto que В. o bien 
A es isomorfo а B, o bien A es más largo que В. 
Solución: 

Sean $ y T definidos como en el problema anterior. Nótese que 5 = Т. Por el Problema 10. hay cuatro po- 
sibilidades: 


Caso I. 5= А y T= В. А es entonces отого а В. 

Caso П. S= А у Т = ч). una sección inicial de B. Entonces 4 es más corto que В. 

Caso ШЇ. Т = В у 5 = ма). una sección inicial de A. Entonces A es más largo que В. 

Caso IV. 5 = sía) y Т = s(h). Entonces a £ 5 puesto que su sección inicial х(а) es isomorfa a una sección ini- 


cial stb) de В. Pero a no puede pertenecer a su propia sección inicial: luego este caso es im- 
posible. 
Por tanto, el teorema es cierto. 
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Demostrar: Sea .4 una familia de secciones iniciales de un conjunto bien ordenado A. Нау en- 
tonces una sección inicial s(a) e «4 tal que s(a) С $Tx) Рага cualquier otra sección inicial s(x) de 
4, es decir, hay una sección inicial s(a) e .4 que es más corta que cualquier otra sección ini- 
cial de £. 
Solución: 

Por el Teorema 11-5, A es isomorfo a 5(4), la familia de todas las secciones miciales de elementos de A, orde- 
nada por inclusión. Como 4 es bien ordenado, S(4) también lo es. En consecuencia, af, un subconjunto de S(4), 
tiene un primer elemento s(a). Por tanto, s(a) С s(x) para cualquier otra sección s(x) ed. 


Demostrar el Teorema 11-10: Sea ./ una familia de conjuntos bien ordenados по isomorfos dos 
a dos. Existe entonces un conjunto Ay € Y tal que Ay es más corto que cualquier otro conjunto de Y. 
Solución: 

Sea В un conjunto de «Y. Definase 


9 = {Х| Хез, X es más corto que В} 


Si 4 es vacío, entonces B cumple los requisitos del teorema. Supóngase 9 = Ø. Demostrando que Y posee un 
»njunto Ag más corto que los otros, entonces, si se considera cómo se definió Y, es Ay el conjunto más corto de «Y. 
Ahora bien, por el Teorema 11-9, todo conjunto A є @ es isomorfo a una sección inicial s(a) de В. Sea Y” 
la familia de las secciones iniciales de В que son isomorfas a un conjunto de %. Por el Problema 13, #' contie- 
ne una sección inicial х(а,) que es más corta que cualquier otra sección inicial de #' En consecuencia, el con- 
junto Ay £ 9 que es isomorfo а (а), es más corto que cualquier otro conjunto de 9. 
Así que Ao cumple los requisitos del teorema. 


NUMEROS ORDINALES 


15. 


16. 


Demostrar: si А = ога (А) y 4 < А, hay una sección inicial única s(a) de A tal que и = ord (s(a)). 
Solución: 

Sea и = ord(B). Сото д < À, В es más corto que A, esto es, В es isomorfo a una sección inicial s(a) de A. 
Por tanto, и = ord(s(a)). Además, s(a) es la única sección inicial cuyo número ordinal es и puesto que, según el 
Problema 7, dos secciones iniciales distintas de A no pueden ser isomorfas. 


Demostrar el Teorema 11-13: Sea s(À) el conjunto de los ordinales menores que el ordinal A. En- 
tonces À = ord (s(A)). 
Solución: 

Sean А = ord(4) y 5(4) la familia de las secciones iniciales de A, ordenada por inclusión. Por el Teore- 
ma 11-15, A = 5(4); con que A = ord(S(4)). Para demostrar el teorema bastará demostrar que ›(3.) es isomorfa 
а 5(4). 

Sea и є 50А); entonces и < A. Por el Problema 15, hay una sección inicial única s(a) de A tal que и = ord(s{a)) 
Por tanto, la función f: s(A) + S(4) definida por 

Su) = s(a) si и = ordís(a)) 
es inyectiva. Además, fes sobreyectiva, pues si es s(b) є S(4), entonces s(b)es más corta que A y, por tanto, ord(s(b)) 
= y < ord(4) = À, esto es, n e s(2), luego fin) = síb). 

Para completar la demostración del teorema, solo falta demostrar que / preserva el orden; pues entonces 
fes un isomorfismo y з(А) = 5(4). Sea и < у, donde д, n 50А). Entonces д = ordís(a)) y n = ordís(b)), esto 
es, Ли) = s(a) y fin) = s(b). Como д < п, (а) es una sección inicial de s(b); luego s(a) es un subconjunto propio 
de s(b). O lo que es lo mismo, según el orden de S(A), s(a) < s(b). Así que f preserva el orden. 


Demostrar el Teorema 11-15: Sea A un número ordinal. Entonces A + 1 es el siguiente de À. 
Solución: 
Sea д el siguiente de A. Entonces, por la definición de (и), 
(ш) = sA) U {A} 
Luego ord (s(u)) = ord (s(A)) + ord ({à}) 
esto es, y= À +1. 
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18. Demostrar, dando un contraejemplo, que la ley distributiva a la derecha de la multiplicación 
respecto de'la adición no se verifica en general entre números ordinales. Es decir, mostrar tres 
ordinales À, q y у tales que 


A+ aja + А+ ит 
Solució 
Nótese, por el Ejemplo 7-1, que (1 + 1ш = 2w = w, y que (utilizando la ley distributiva a la izquierda) 


lo+lo= ate = ol+ol = (1+1) = «2 > o 


Por tanto, (1 + o + lw + lo. 


19. Sea {А}, una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos a dos, y sea 
ord (1) = w y ord (4;) = о para todo ¡e /. Hallar ord (U;,; 41). 
Solución 


ord (Uist A) = utotot: = +++) = w Ea’ 


20. Demostrar que w + о = 02. 
Solución: 
Método 1. Nótese que 


ste = ана = (1+1) = „2 
Habiéndose empleado la ley distributiva a la izquierda. 
Método 2. Considérense los conjuntos bien ordenados 


A = {айаш |. B= kb bp.) С=с, с... D= (rs) 
Obsérvese que 


= = ord(A) = ord (В) = ога (С) у 2 = ord(D) 
Entonces 
“ta = ord((A; B)) = ога ((а, аз, ...; bi bn ...}) 
52 = оа Схр)) = ога (((с, т), (с, т), } (е, в), (сз, 8), ...}) 


Pero la función f: (4; В} — {С x D} definida рог 


mo = fey 


(е, 8) 


es un isomorfismo de {4; В} en C x D. Por tanto, 


ete = ord((A; В) = ord((CxD) = „2 


Problemas propuestos . 


21. Demostrar el Teorema 11-1-2: Si A es un conjunto bien ordenado y Bes isomorfo a A, entonces B es bien ordenado. 


22. Demostrar el Teorema 11-2: Si {А,}, „ es una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
a dos, la unión de los conjuntos U; 14, es bien ordenada 


23. Suponiendo que N, el conjunto de los números naturales, es bien ordenado, demostrar el principio de inducción 
matemática: Si 5 es un subconjunto de N tal que (1) 1 £ S y (2) ne S implica л + 1 € S, entonces 5 = М, 


24. Demostrar que 0 es el elemento neutro рага la adición de números ordinales, esto es, que para todo ordinal À, 
0+1=2+0=2 
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25. Demostrar que 1 es el elemento neutro para la multiplicación de números ordinales, esto es, que рага 10йо or- 
dinal A, ІА = М = А. 


26. Demostrar: Si A,, ¡e N, es un ordinal finito, entonces Ay + А; +s+ = Burn = в. 


27. Demostrar: Si } es un ordinal infinito, entonces А = и + n, siendo и un número límite y л un ordinal finito, 


28, Establecer la verdad o falsedad de cada una de las siguientes proposiciones sobre ordinales; las ciertas, demostrar- 
las, y para las falsas, dar un contra-ejemplo. 


(1) Si A 40, Entonces y <A + и. 
(2) Si А # 0, entonces д < p + А. 


29. Establecer Іа verdad о falsedad de las siguientes afirmaciones sobre los ordinales; demostrar la verdad о dar un 
contra-ejemplo, en caso de falsedad. 


() 812 +0уд < п, entonces à +u <À +n. 
(2) 51А 4 0уи < л, entonces и +À <y + À. 


30. Demostrar: La ley distributiva a la izquierda es válida para la multiplicación respecto de la adición de números 
ordinales, esto es, Аи + n) = Az + An. 


Respuestas a los problemas propuestos 


27. Sugerencia: Nótese que un conjunto bien ordenado no puede contener un subconjunto ordenado А = (...ay 
< a, < a,) puesto que А no es bien ordenado. 


28. (1) Falso, (2) Cierto. 


29. (1) Cierto, (2) Falso. 
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Capítulo 12 


Axioma de elección. Lema de Zorn. 
Teorema de la buena ordenación 


PRODUCTOS CARTESIANOS Y FUNCIONES DE ELECCION 
Definición 12-1: Sea {А}, una familia по vacía de conjuntos no vacíos. Entonces el producto car- 
tesiano de los (4;), ,,, que se denota por 


ХА, 
es el conjunto de todas las funciones de elección definidas sobre {А}, 


Recuérdese que una función f: (4,),,, > X, donde {4;};,; es una familia de subconjuntos de X, 
se llama función de elección si ҚА) = a; £ A, para todo ¡e 1. En otras palabras, f «elige» un punto 
a; £ А, de cada conjunto А, 


Ejemplo 1-1: Sea (41, 47. ..., 4,) una familia finita de conjuntos. En el Capítulo 5 se definió el produc- 
to cartesiano de л conjuntos 
АХАХХА, = Xi A 
сото el conjunto de n-tuples 
(а, аз, ...,а,) 
donde a; £ А, para i = 1,... , n. Pero a cada función de elección / definida sobre {A}, .. . , A,} 


corresponde el único n-tuple 
WMA), Аз), ..., HA) 


у Viceversa. Así, pues, en el caso finito, la Definición 12-1 coincide con la definición ya dada 
de producto cartesiano. 


La razón principal para introducir la Definición 12-1 es que se aplica a cualquier familia de con- 
juntos: finita, enumerable o no enumerable. La definición anterior, que se basaba en el concepto de 
n-tuple, no se aplica sino a una familia finita de conjuntos. 


Observación 12-1: Aunque una función de elección se define para una familia de subconjuntos, toda 
familia de conjuntos (4;),,, se puede considerar como una familia de subcon- 
juntos de su unión U,.¡ Ay. 


AXIOMA DE ELECCION 


El axioma de elección es fundamental para la matemática y, en particular, para la teoría de con- 
juntos. Este axioma de «apariencia inocente», que en seguida se expone, tiene como consecuencia algu- 
nos de los resultados más poderosos e importantes de la matemática. 


Axioma de elección: El producto cartesiano de una familia no vacía de conjuntos no vacíos, no 
es vacío. 


A la vista de la Definición 12-1, se puede establecer el axioma de elección como sigue: 


Axioma de elección: Hay una función de elección para toda familia no vacía de conjuntos no 
vacios. 


179 
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El axioma de elección es equivalente al siguiente postulado: 


Postulado de Zermelo: Sea [4,);., una familia no vacía de conjuntos disjuntos no vacios. Existe 
entonces un subconjunto В de U;.; 4; tal que la intersección de В y cada 
conjunto A, consta de un elemento. 


Obsérvese que en el postulado de Zermelo los conjuntos son disjuntos, en tanto que en el axioma 
de elección pueden no serlo. 
LEMA DE ZORN 


El lema de Zorn es uno de los más importantes instrumentos de la matemática; es una consecuen- 
cia del axioma de elección. El lema de Zorn establece la existencia de ciertos tipos de elementos, si bien 
no se da ningún procedimiento constructivo para hallar tales elementos. 


Lema de Zorn: Sea A un conjunto no vacío parcialmente ordenado tal que todo subconjunto to- 
talmente ordenado tiene un mayorante en А. A contiene entonces un elemento ma- 
ximal por lo menos. 


En Halmos, Naive Set Theory, hay una demostración del lema de Zorn que solo utiliza cl axioma 
de elección. 
TEOREMA DE LA BUENA ORDENACION 

El siguiente teorema se atribuye a Zermelo, quien lo demostró directamente con el axioma de 
elección. 
Teorema de la buena ordenación: Todo conjunto puede ser bien ordenado. 

Se demostrará este teorema, primero con el axioma de elección, y luego con el lema de Zorn. 


NUMEROS CARDINALES Y ORDINALES 


A cada número ordinal A = ord (А) se puede asociar un número cardinal único х = # (А). Lla- 
mando a este a número cardinal de À, denotado por 


а= А 


se ve que esta función de los números ordinales еп los números cardinales no es inyectiva, es decir, que 
hay diferentes números ordinales con el mismo número cardinal. Por ejemplo, 


„ = ord((1,2,3,...)) 
w2 = ord (a, az, ...; bi, Б...) 


son ambos números ordinales de conjuntos enumerables, esto es, conjuntos con el mismo número car- 
dinal No. Dicho de otra manera, 


= = 02 


El teorema de la buena ordenación implica que la función anterior de los números ordinales en los 
números cardinales es sobreyectiva. Porque, suponiendo que а = # (А) es un número cardinal cual- 
quiera, por el teorema de la buena ordenación, A puede ser bien ordenado; sea 2 = ord (4). Entonces 
а = Ў. Y a es el número cardinal de un número ordinal А por lo menos. (Aquí, А se usa tanto para 
el conjunto mismo, como para el conjunto bien ordenado.) 


Se establece fácilmente la siguiente correspondencia entre números ordinales y cardinales: 


Teorema 12-1: Sean x = Ху f = fi números cardinales. Se tiene entonces 


(1) a < В implica à < д 
(2) А < p implica a = В 


www.FreeLibros.me 


CAP. 12] AXIOMA DE ELECCION. LEMA DE ZORN. TEOREMA DE LA BUENA ORDENACION 181 


El resultado siguiente, ya mencionado, es una consecuencia directa del teorema de la buena or- 
denación. 


Teorema 9-11: (Ley de tricotomía): Sean a y $ números cardinales. Una de las siguientes relaciones 
es cierta: 
a<fa=foa>B 


Es decir, la relación de desigualdad definida en los números cardinales es un orden total y no so- 
lamente parcial. Como los números cardinales están bien ordenados, se puede dar un enunciado más 
fuerte. 


Teorema 12-2: Todo conjunto de números cardinales está bien ordenado por la relación а < £. 


ALEFS 
Ya se dijo antes que el número cardinal de los conjuntos enumerables es 
No 
(N alef es la primera letra del alfabeto hebreo.) Como los números cardinales forman un conjunto bien 
ordenado, se emplea el siguiente sistema de notación para los números cardinales. El siguiente de Ny 
se denota N, y el siguiente a éste por N,, y así sucesivamente. El número cardinal que sigue a todos los 


N, se denota por No. O sea que todo cardinal infinito se puede denotar univocamente por una М con 
un número ordinal como subíndice de la manera siguiente: 


Notación: Sea æ un número cardinal infinito. Sea s(x) el conjunto de los números cardinales infini- 
tos inferiores a a. Nótese que s(x) es bien ordenado: sea } = ord (5(а)). Entonces a se de- 


nota por 
х 


La hipótesis del continuo se puede ahora enunciar así: 
Hipótesis del continuo: №, = с. 


Problemas resueltos 


AXIOMA DE ELECCION 
1. Demostrar que el axioma de elección es equivalente al postulado de Zermelo. 
Solución: 
Sea {А}, ¿y una familia no vacia de conjuntos disjuntos no vacíos у sea f una función de elección sobre 
{А}. y sea el conjunto В = (4): i£ 1). Entonces 


ANB = Ufa) 


consta de un sólo elemento puesto que los А, son disjuntos y f es una función de elección. De acuerdo con esto, 
el axioma de elección implica el postulado de Zermelo. 


Sea ahora (4;J¿y una familia no vacia de conjuntos no vacios disjuntos о по y hágase 


А} = {А} х (0, рага одо iel 


una famil’ disjunta de conjuntos puesto que ï + j implica А, х (1) + 4, х 17 


Entonces es ciertamente {. 
(, Por el postulado de Zermelo, existe un subconjunto B de U,AP tal que 


aun en el caso de ser А, = 


BoA? = {аў} 


consta de un solo elemento. Entonces а є A, y la función f sobre (4;); „з definida por /А,) = а, es una función 
de elección. Según lo cual, el postulado de Zermelo implica el axioma de elección. 
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2. Demostrar el teorema de la buena ordenación (Zermelo): Todo conjunto no vacío X puede ser 
bien ordenado. 
Solución: 
Sea f una función de elección sobre el conjunto P(X) de todos los subconjuntos de X, esto es, 
f:P(X)>X соп fA)e A, para todo ACX 
Un subconjunto А de X se dirá normal si tiene una buena ordenación у, además, la propiedad de que, para todo а є A, 
ух = за) = а donde © з{а)={хє4:х<а} 
es decir, s,(a) es la sección inicial de а en la ordenación que tiene А. Hay que demostrar que existen conjuntos 
normales. Haciendo 
хо = MX), х= MX — (хо) у х = ЛХ — {xo x1) 
resulta que A = {хо, ху, хз) es normal. Ahora bien, si A y В son subconjuntos normales de X, entonces А = В, 
o el uno es una sección inicial del otro. Como A y В son bien ordenados, uno de ellos, A, por ejemplo, es іѕотог- 
fo a В o a una sección inicial de B (Teorema 11-9). Existe, pues, un isomorfismo а: А — В. Hágase 
A? = {xe A :alx) + х} 
Si A" es vacío, entonces А = B o bien А es una sección inicial de B. Suponiendo А* + Ø, sea ay el primer 
elemento de 4*, Entonces s4(ao) = salalao)). Pero siendo A y В normales, 
ao = /\Х — salas) = f(X — splalao))) = alao) 
Como esto contradice la definición de А* es o bien A = B o bien A es una sección inicial de В. En particular, si 
ає А ybe B, oson a, b£ A, o son a, Бє B. Además, sia, be A y a, be B, entonces a < b como elementos de A 
si, y solamente si, a < b como elementos de B. 


Sea ahora Y el conjunto de los elementos de X que pertenecen a un conjunto normal por lo menos. Si a, b £ Y, 
entonces a є А y Бє B, donde A y В son normales y asi, pues, como ya se vio antes, a, h £ A о a, be B. Definiendo 
ahora un orden en Y de la siguiente manera: а < b como elementos de Y si, y solamente si, а $ b como elemen- 
tos de A o de B; este orden сс: bien definido es decir, es independiente de la elección particular de A y B y, ade- 
más, es un orden total, Sea ahora Z un subconjunto no vacio de Y y sea a un elemento de Z. Entonces a perte- 
песе а un conjunto normal А. Luego А N Z es un subconjunto no vacío del conjunto bien ordenado 4 y tiene, 
por tanto, un primer elemento ay. Además, ay es un primer clemento de Z (Problema 12); asi que Y es bien 
ordenado. 

Hay que demostrar también que У es normal. Si a є Y, entonces a pertenece a un conjunto normal А. Рог 
otra parte, sala) = зуба) (Problema 12), y así 

FX — syla)) = ЛХ — sala) = а 
esto es, Y es normal. Por último, es Y = Y; pues suponiendo que no fuese así, es decir, que Х — Y + Ø y que, 
por ejemplo, a = f(X — Y), hágase Y* = Y U {а} y sea Y* ordenado por el orden de Y y con a superior a todo 
elemento de Y. Entonces f(X — syla)) = f(X — Y) = a y, por tanto, Y* es normal. De modo que a £ У, Pero 
esto contradice al ser la f una función de elección, es decir, que XIX — Y) = ae X — Y que es disjunto de Y. Por 
tanto, Y = Х y entonces X es bien ordenado. 


LEMA DE ZORN Y APLICACIONES 
3. Demostrar: Si В es un conjunto parcialmente ordenado, hay entonces un subconjunto totalmente 
ordenado А de В tal que А no es subconjunto propio de ningún otro subconjunto totalmente or- 
denado de B. 
Solución: 
Sea 2 la familia de todos los subconjuntos totalmente ordenados де В, parcialmente ordenada por inclu- 
sión. Ѕирбпраѕе, además, que (B,);,, es un subconjunto totalmente ordenado de 3. Sea el conjunto А = (2,18. 
Nótese primero que А es totalmente ordenado. Porque si a, b e A existen, entonces j, k є I tales que a € Bj. b £ Ba. 
Сото 44 es totalmente ordenado, uno de ellos, В, por ejemplo, es un subconjunto del otro; luego a, b € В,. Сото 
В, es totalmente ordenado, o bien a < b o bien b < a. Luego dos elementos cualesquiera de A son comparables: 
así que Ac. 
Pero, para todo іє I, В, C A; A es entonces un mayorante de {В}; ‚у. Como todo subconjunto totalmente 
ordenado de 4 tiene un mayorante, por el lema de Zorn 9 tiene un elemento maximal que es un subsubconjunto 
de В totalmente ordenado que по es subconjunto propio de ningún otro subconjunto totalmente ordenado de В. 


4. Demostrar: Sea @ una relación de А en В siendo А el dominio de definición de (R. Nótese que A 
es un subconjunto de A х B. Existe entonces un subconjunto /* de Q tal que /* es una función 
de A en B. 


Solución: 
Sea Y la familia de subconjuntos de Я en los que cada fe Y es una función de un subconjunto de А en В. 
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Ordénese parcialmente Y por inclusión. Nótese que si f: 4, — В es un subconjunto de к: 4, > В, enton- 
ces Ay C Az 

Supóngase ahora que {/;: A; = В}; es un subconjunto de «Y totalmente ordenado. Entonces (véase Pro- 
blema 12) f = Usa 1f es una función de U,¿,A; еп B y, por tanto, f es un mayorante de (f;);¿,. Por el lema de 
Zorn, «/ tiene un elemento maximal f*: 4* —› В. Si se demuestra que 4" = A, el teorema está demostrado, 

Supóngase A* + A. Existe entonces un elemento a £ А tal que a £ А*. Además, como el dominio de definición 
de @ es А, existe un par ordenado (a, b) e Q. Entonces f* U [(a, b)} es una función de 4* U (a) en В. Pero esto 
contradice el hecho de ser f*, que sería un subconjunto propio de f* U {(а, b)}, un elemento maximal de 27. Рог 
consiguiente, А* = А y el teorema está demostrado 


5. (Aplicación al álgebra lineal.) Demostrar que si V es un espacio vectorial, V tiene una base. 


Solución: 

Si V consiste en el vector nulo solamente, entonces, por definición, el conjunto vacio es una base de И; se 
supone, pues, que И contiene un vector a no nulo. Sea Ф la familia de los conjuntos de vectores independientes de Y. 
Es decir, cada elemento В є @ es un conjunto de vectores independientes. Nótese que 9 no es vacía, pues, por ejem- 
plo, (a) pertenece a 4. Ordénese # por inclusión 

Suponiendo ahora que {B;} ¿y es un subconjunto de 3 totalmente ordenado, si se demuestra que A = U; «18, 
pertenece a 3, es decir, que es un conjunto de vectores independientes, sería entonces A un mayorante de { Ву, ү. Si 
А es un conjunto de vectores dependientes, entonces existen vectores ay, .... а, £ A tales que 


Ca Hooe + еа, = 0 (1) 


donde por lo menos un с, + 0. Nótese que existen. también elementos j... . ./, € 7 tales que a; € By... .,а,с В, 
Como {В}, ¿y єз totalmente ordenada, uno de los conjuntos, sea В, es un superconjunto de los otros; luego 
aj, -a,€ B, En vista de (1), B,, sería un conjunto de vectores dependientes, cosa'que contradice lo supuesto. 
Así, pues, А es un conjunto de vectores independientes, pertenece а 2 y es un mayorante de {В}. 


Por el lema de Zorn, & tiene un mayorante В". Entonces se puede demostrar que В" cs una base de И. 


Obsérvese que la parte principal de la demostración consiste en demostrar que A = U; ,,8, pertenece а 9. 
Es un ejemplo típico del empleo del lema de Zorn. 


6. Demostrar el teorema de la buena ordenación por el lema de Zorn. 


Solución: 

Sea A un conjunto cualquiera. Sea «Y la familia de todos los subconjuntos bien ordenados de 4; así, pues; 
un elemento W £s es un раг W = (B, <) donde В es un subconjunto de A y < define una buena ordenación 
en В. Ordénese «4 parcialmente como sigue: 


ШИ, si И = И. o W, es una sección inicial de W, 
(Obsérvese que W, = (В, $) $ W = (В 3) implica В, C В,.) 


Suponiendo que (W, = (B,, <)): es un subconjunto totalmente ordenado de «4, entonces la familia de 
conjuntos (8,), ‚у ordenada por inclusión, es también totalmente ordenada. Definase ahora el conjunto ordena- 
do W = (В, <) como sigue. Primero sea 


В = UierBi 


Supóngase a, b є B. Existen entonces j, k є Z tales que a £ Bj, b є В,. Сото {8}, ез totalmente ordenado, uno 
de ellos, B,, por ejemplo, es un subconjunto del otro; asi que a, Бє В, 

Escríbase a < b como elementos de B si a < b como elementos de B,. Entonces W = (В, <) es un subcon- 
junto bien ordenado y, por tanto, pertenece a Y. Además, W es un mayorante de {W;}; ‚у. Por consiguiente, por 
el lema de Zorn, «Y tiene por lo menos un elemento maximal. 


We" = (В*,<) 
Supóngase В* + A. Sea a s А — В". Entonces W* es una sección inicial del conjunto bien ordenado (=: [а}}, 


que también pertenece a s. Lo cual contradice la suposición de que W* es un elemento maximal de sf. Asi, pues, 
la afirmación В* + A es falsa; luego В* = А. Por tanto, A puede ser bien ordenado. 
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Problemas propuestos 


7. Decir cuál de las afirmaciones siguientes sobre múmeros cardinales es falsa y cuál es cierta; razonar la 
respuesta 


(1) +A = аи, (2) MARS hgy 
8. Demostrar el Teorema 12-1: Si a = Ў y # = д son números cardinales, se tiene: 


U) a<fB implica à< pu 
(2) А < д implica a =f 


9. Demostrar el Teorema 9-11: Para números cardinales a у f es válida una de las relaciones siguientes: a < В, 
х= Воа> p 


10. Demostrar el Teorema 12-2: Todo conjunto de números cardinales está bien ordenado рог la relación a < £. 


11. Considérese la demostración de esta proposición: Existe un conjunto finito de números naturales que по es un 
subconjunto propio de otro conjunto de números naturales. 


Demostración. Sea # la familia de todos los conjuntos finitos de números naturales. ordenada parcialmen- 
te por inclusión. Sea ahora [B,),,, un subconjunto de Æ totalmente ordenado, y sea el conjunto А = Use В. 
Nótese que, para todo je /, В, С A: luego А es ыз mayorante de {Bi}; 41- 

Сото todo subconjunto totalmente ordenado de 9 tiene un mayorante, por el lema de Zorn 4 tiene un ele- 
mento maximal, que es un conjunto finito que no es un subconjunto propio de ningún otro conjunto finito. 

Se pregunta: Como esta proposición es evidentemente falsa, ¿cuál es el paso incorrecto de la demostración? 


12. Demostrar los dos enunciados siguientes, supuestos en la demostración en el Problema 2: 
(i) El primer elemento ay del conjunto A Г Z es un primer elemento del conjunto Z. 


(й) заба) = syla). 


13. Demostrar la siguiente proposición, supuesta en la demostración en el Problema 4: Sea {/; : A; > В), «, un con- 
junto de funciones totalmente ordenado por inclusión. Entonces U; ,; f; es una función de U; ¿, А, en В. 


Respuestas a los problemas propuestos 


7. (1) Cierta. Porque Ny es el número cardinal de un conjunto enumerable y, сото ya se demostró antes, la unión 
de un conjunto enumerable con un conjunto infinito no cambia el cardinal de este conjunto infinito. 


(2) Falsa. Pues como la adición de cardinales es conmutativa, 


CN 
implicaría que la adición de ordinales es conmutativa, que no es cierto. 
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Paradojas de la teoría de conjuntos 


INTRODUCCION 


La teoría de conjuntos, como una disciplina matemática, fue Cantor (1845-1918) el primero que 
la estudió hacia finales del siglo diecinueve. Hoy la teoría de conjuntos es fundamental en las matemá- 
ticas cuyas ramas ha transformado casi todas. Por la misma época en que la teoría de conjuntos co- 
menzó a influir sobre otras ramas de las matemáticas, se le descubrieron varias contradicciones o pa- 
radojas, la primera por Burali-Forti, en 1897, de las cuales se presentan algunas en este capítulo. Si 
bien es factible eliminar estos contrasentidos por un desarrollo axiomático estricto de la teoría de con- 
juntos, aún quedan muchos interrogantes por responder. 


CONJUNTO DE TODOS LOS CONJUNTOS (PARADOJA DE CANTOR) 


Sea C el conjunto de todos los conjuntos. Entonces todo subconjunto de С es asimismo un ele- 
mento de (7; luego el conjunto potencia de С es un subconjunto de С, esto es, 


сє 
Pero 2С С C implica que 
#(20) = *(C) 
Pero entonces, según el teorema de Cantor, 
#(C) < #(20) 
Así, pues, el concepto de conjuato de todos los conjuntos lleva a una contradicción. 


PARADOJA DE RUSSELL 


Sea Z el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de sí mismos, es decir, 
2 (Х| XgX) 
Se pregunta; ¿Z es o по es elemento de sí mismo? Si Z no pertenece а Z, entonces, por la definición 
de Z, Z se pertenece a sí mismo. Pero si Z pertenece a Z, entonces, por la definición de Z, Z no per- 
tenece a sí mismo. En cualquiera de los dos casos hay contradicción. 
Esta paradoja es de cierto modo análoga a la paradoja popular siguiente: En una aldea hay un 


barbero que afeita solamente a los hombres que no se afeitan ellos mismos. Se pregunta: ¿Al barbero, 
quién lo afeita? 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS ORDINALES (PARADOJA DE BURALI-FORTI 


Sea A el conjunto de todos los números ordinales. Por un teorema anterior, Á es un conjunto bien 
ordenado; sea a = ога (A). Considérese ahora s(x), el conjunto de todos los números ordinales meno- 
res que a. Obsérvese que 

(1) Puesto que 5(а) consiste en todos los elementos de А que son anteriores a a, s(x) es una sec- 

ción inicial de A. 
(2) Рог un teorema previo, ж = ога (з(а)); por tanto, 


ога (s(a)) = a = ord (А) 
185 
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Por consiguiente, А es isomorfo a una de sus secciones iniciales. Así, pues, el concepto de conjunto de 
todos los números ordinales lleva a una contradicción con el Teorema 11-8. 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS CARDINALES 


Sea «Y el conjunto de todos los números cardinales. Entonces, рага cada cardinal a є Y hay un 
conjunto A, tal que a = 4 (4,). Sea 
А = Usera 

Considérese el conjunto potencia 2^ de A. Nótese que 2% ~ Ag (гл, que es un subconjunto de А. Рог 
consiguiente, 24 < A y, en particular, : 
#(2^) = #(4) 
Pero, рог el teorema de Cantor, 

(А) < #(2^) 


Asi, pues, el concepto de conjunto de todos los números cardinales es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS EQUIPOTENTES A UN CONJUNTO 
Sea A = (a, b, ...) un conjunto (no necesariamente enumerable) y sea Y = {i, j, ...) otro con- 
junto cualquiera. Considérense los conjuntos 
A; = ((a,1), (b,1), . 
A; = ((a,3), (5,7), 


es decir, la familia de conjuntos {А,},, „. Nótese que 


FAd a) = #(м4) 
y A; ~ A para todo ¡e Y. ч 
Sea ahora а la familia de todos los conjuntos equipotentes al А.. Considerando el conjunto po- 
tencia 2* de a y definiendo la familia de conjuntos {А,},, ze como se dijo, puesto que cada А, A, , 


{Ahern Ca 
Por tanto, 
#27) = HUA) ш) = #0) 


Pero por el teorema de Cantor, # (х) < # (2°). Así, pues, el concepto de familia de todos los conjuntos 
equivalentes a un conjunto (la definición que se dio de número cardinal) es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS ISOMORFOS A UN CONJUNTO BIEN ORDENADO 
Sea A un conjunto bien ordenado. Entonces, el conjunto A, definido como antes y ordenado рог 


(a, 1) 5 (6, si аЬ 


es bien ordenado y es isomorfo al А, esto es, A; = А. 

Sea ahora А la familia de todos los conjuntos isomorfos al conjunto bien ordenado A. Considérese 
el conjunto potencia 2* де А, y definase la familia de conjuntos (41), „ 4 como se hizo antes. Como cada 
conjunto А, es isomorfo al A 

Alia CA 


Por consiguiente, * #00) = #({А,), „) = #0) 


Como, рог el teorema de Cantor, # (А) < 4 (2°), el concepto de familia de todos los conjuntos iso- 
morfos a un conjunto bien ordenado (la definición dada de número ordinal) es contradictorio. 


www.FreeLibros.me 


Parte Ш: Temas anexos 


| 
| Capítulo 14 


Algebra de proposiciones 


ENUNCIADOS 

Los enunciados (o aserciones verbales) se denotarán por las letras 

Poqur 

(con o sin subíndices). El carácter fundamental de un enunciado es que o bien es verdadero, o bien es 
falso, pero no ambas cosas. La verdad o falsedad de un enunciado se llama su ralor de verdad. Algunos 
enunciados son compuestos, es decir. están formados de enunciados simples y de varias conectivas que 
se estudiarán después. 
«Las rosas son rojas y las violetas son azules» es un enunciado compuesto de los enunciados 
simples «Las rosas son rojas» y «Las violetas son azules». 
«¿Dónde уаз?» no es un enunciado, pues no es ni verdadero ni falso. 
«Juan está enfermo o viejo» está implicitamente formado de los enunciados simples «Juan está 
enfermo» y «Juan está viejo» 


Propiedad fundamental de los enunciados compuestos es que su valor de verdad está determi- 
nado por completo por el valor de verdad de cada uno de los enunciados simples y por el modo como 
se les reúne para formar el enunciado compuesto. 


CONJUNCION, p ^ y 


Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra «y» para formar un 
enunciado compuesto. que se llama conjunción de los primeros enunciados. Simbólicamente se deno- 
ta la conjunción de dos enunciados р y q por 


pq 
Ejemplo 2-1: Sea p «Esta Moviendo» y sea q «El sol brilla». Entonces р л 4 denota el enunciado «Está Ilo- 
viendo y el sol brilla». 
Ejemplo 2-2: El simbolo л sc puede emplear para definir la intersección de dos conjuntos: así 
АПВ = (e | хкА л тєВ} 
El valor de verdad del enunciado compuesto q л р satisface la condición siguiente 


V,: Sip es verdadero y ф es verdadero, entonces р A q es verdadero: en otro caso р л q es falso 
Es decir, la conjunción de dos'enunciados es verdadera solamente si cada componente es 


verdadero. 
Ejemplo 2-3: Scan los cuatro enunciados siguientes 
(1) París está en Francia y 2 + 2 = 5. 
(2) Paris está en Inglaterra y 2 + 2-4 
(3) Paris está en Inglaterra y 2 = 2 = $ 
(4) París está en Francia y 2 + 2 = 4 


jero. Todos los demás enunciados son falsos porque al menos 


Según V y. solamente (4) es ver 
uno de los componentes es falso 


Una manera muy conveniente de expresar V, es por medio de una tabla como sigue 
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Obsérvese que la primera línea es una manera abreviada de decir que si р es verdadero y q es verdade- 
ro, entonces p a q es verdadero. Las otras líneas tienen significados parecidos. 


DISYUNCION, p v q 


Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra «o» (en el sentido de 
«y/o») para formar un nuevo enunciado que se Пата disyunción de los dos enunciados previos. Simbó- 
licamente se denota la disyunción de dos enunciados p y q por 


рУ 
Ejemplo 3-1: Sea р «El estudió francés сп la universidad», y sea q «El vivió en Francia». Entonces р v д es 
el enunciado «El estudió francés en la universidad o él vivió en Francia». 
Ejemplo 3-2: El símbolo v se puede emplear para definir la unión de dos conjuntos; así 


АОВ = {z | xeA v zeB} 


El valor de verdad del enunciado compuesto р у q cumple la condición siguiente: 

У,: Si pes verdadero o q es verdadero o si ambos p y q son verdaderos, entonces р v q es ver- 
dadero; en otro caso р у q es falso. Es decir, la disyunción de dos enunciados es falsa sola- 
mente si cada enunciado componente es falso. 

V, se puede expresar también en una tabla como sigue: 


Р “ эче 
$] Y N 
vfr] у 
Е [У у 
|| Р 


Ejemplo 3-3: Sean los enunciados siguientes: 


(1) Paris está en Francia o 2 + 2 
(2) París está en Inglaterra o 2 + 2 
(3) Paris está en Francia o 2 + 2 = 4. 

(4) París está en Inglaterra o 2 +2 = 5. 


Solo (4) es falso. Cada uno de los otros enunciados es verdadero, pues al menos uno de los com- 
ponentes es verdadero. 


NEGACION, ~ р 


Dado un enunciado р, se puede formar otro enunciado, que se llama negación de р, escribiendo 
«Es false que...» antes de p o, cuando es posible, insertando en р la palabra «no». Simbólicamente 
se denota la negación por ~p 
Ejemplo 4-1: Considérense los tres enunciados que siguen: 


(1) Paris está en Francia. 
(2) Es falso que Paris está en Francia. 
(3) Paris no está en Francia. 


k Entonces (2) y (3) son cada uno negación de (1). 
Ejemplo 42: Scan los siguientes enunciados: 
s (1) 2+2=5. 
(2) Es falso que 2 + 2 = 5. 
(3) 24245, 
(2) y (3) son cada uno la negación de (1). 
El valor de verdad de la negación de un enunciado depende de la siguiente condición: 
Va: Si р es verdadero, entonces ~p es falso; si р es falso, entonces ~p es verdadero. Es decir, 


el valor de verdad de la negación de un enunciado es siempre el opuesto del valor de verdad 
del enunciado. 
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Ejemplo 4-3: Ехатіпепѕе los enunciados del Ejemplo 4-1: Nótese que (1) es verdad y (2) y (3). sus negacio- 
nes, son falsos. 


Ejemplo 4-4: Considérense los enunciados cel Ejemplo 4-2: Obsérvese que (1) es falso y (21 y (3) son ver- 
daderos, 


V, se puede escribir en forma de tabla como sigue: 


ШШ Ed 
Wii F 
Е |у 


CONDICIONAL, р — q 


Multitud de enunciados, especidlmente en las matemáticas, son de la forma «Si р entonces q». Ta- 
les enunciados se llaman condicionales: y se les denota por 


iii 
El condicional p =» q se puede también leer: 
(а) p implica 4 (с) p es suficiente para q 
(b) p solamente si q (d) q es necesario para p 


El valor de verdad del enunciado condicional p — q resulta de la condición 

Va: El condicional p > q es verdadero a menos que p sea verdadero y q falso. Es decir, V4 afir- 
ma que un enunciado verdadero no puede implicar uno falso. 

Va se puede escribir como tabla así: 


Ejemplo 5-1: Sean los siguientes enunciados: 


(1) Si Paris está en Francia, entonces 2 + 2 = 

(2) Si Paris está en Inglaterra, entonces 2 + 2 
< (3). Si París está еп Francia, entonces 2 + 2 = 4. 

(4) 51 Paris está сп Inglaterra, entonces 2 + 2 = 5 


4. 


Por Ve, solamente (1) es un enunciado falso; los otros, son verdaderos. 


BICONDICIONAL, р «q 
Otro enunciado corriente es el de la forma «р si, y solamente si, ф» о con una cómoda abreviatu- 
ra, «р ssi q». Tales enunciados se Патап hicondicionales y se les denota por 
р 
El valor de verdad de los enunciados bicondicionales р > q obedece a la condición: , 
Vs: Sip y q tienen el mismo valor de verdad, entonces p — q es verdadero; si p y q tienen valores 
de verdad opuestos, entonces р «> q es falso. 
Ejemplo 6-1: Sean los enunciados siguientes: 


(1) Paris está en Francia si. y solamente:si, 2 + 


2- 
(2) París está en Inglaterra si, y solamente si, 2 + 2 = 4 
(3) Paris está en Francia si. y solamente si, 2 + 2 = 4. 
+14) Paris está en Inglaterra si, y solamente si. 2 + 2 = 5 


Según Vs, (3) y (4) son verdaderos y (1) y (2) son falsos. 
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V; se escribe en forma de tabla como sigue: 


Р 
ў 
№ 
F 
F 


POLINOMIOS Y POLINOMIOS BOOLIANOS 


Las sumas finitas (+), productos (+ ) y diferencias (—) de las indererminadas (o variables) 


sometidas a las reglas usuales del álgebra ordinaria, constituyen los polinomios en dichas variables, 


Ejemplo 7-1: Los siguientes son polinomios en dos indeterminadas 
May) = ar—z=y+yyy+taxozx = 2e-2y+y 
glz, y) (2—0) (z+ y) а а 
Si еп el polinomio f(x. y. . . .) se remplaza cada indeterminada рог un número real dado хо, уу... 
respectivamente, la expresión 
Р р foto.) 
que denota sumas, productos y diferencias de números reales, es ella misma un número real. Es decir. que 
si x, y, ... se consideran como rariables reales. entonces el polinomio f(x. y. ... .) define una función 
que hace corresponder un cierto valor /(хо. Yo. ...) como imagen de los números reales хо, Yo. 


Ejemplo 7-2: Scan los polinomios del Ejemplo 7-1. Entonces. 
1@,3) = 2:2- 2-3 1 3-3-3 +2.2 = 4-6+27+4 = 29 
9(8,1) @—1)-(3+1) = 2-4 = 8 


Las operaciones suma. producto y diferencia. definidas entre números reales. inducen operacio- 
nes seméjantes llamadas asimismo suma, producto y diferencia entre polinomios. 


Ejemplo 7-3: Sean los polinomios del Ejemplo 
Қу) gy) = (24*—ху+?у— (1—1) 
Го, у) оба, у) = (2х4®—ху+ y) + (y) 
Supóngase ahora que las letras 
Р. 9. 


que antes denotaban enunciados, sean indeterminadas, es decir, variables. Combinando estas variables 
por las conectivas л, Y у ~, о, соп más generalidad. por las conectivas A, v, ~, > y =, sc 
construyen expresiones que se llaman polinomios hoolianos. 


Ejemplo 7-4: Los siguientes son polinomios boolianos en dos variables. 


fo) = -pv (рт д) 
9(р,9) = (р« ~) ^9 


Y además pueden emplearse los simbolos л. у. ~. => y = сото concctivas para los polinomios 
boolianos; asi que se puede hablar de la conjunción, disyunción y negación de polinomios boo- 
lianos. 


Ejemplo 7-5: Sean los polinomios boolianos del Ejemplo 7-4. Entonces 


Рр, ^ gipa) l~p v (р Ф| ^ [ip ~a) л a] 
fipa) > gima = [~p v (Р—4)] lipe ~g л al 
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Suponiendo ahora que cada una de las variables p. q. .... de un polinomio booliano fip. g. ...-) 
se remplazan respectivamente por un enunciado particular denotado por pp. qo. - . ++ la expresión 
Д\рө- do: ---) 


es también un enunciado y tiene por lo mismo un valor de verdad 


Ejemplo 7-6: Sean Др. ФЇ =p ^ (0 фуро «2+ 2 = 5 y д «1 + 1 = 2». Entonces Дро. qu) quie- 
те decir 


@Ф+з+5. y 2+2 = 5 entonces, 1+1=2» 


Por We- fe = Po — фо es verdadero. Nótese que sy = ~ Ро es verdadero. Por tanto, por Vy: 
Те del = 5o A ro cs también verdadero, 


Observación 14-1: Sea un polinomio booliano fíp. q. ...) y sean los enunciados po. qo. ... con el 
mismo valor de verdad que los enunciados Ку do» - +. Entonces /(ро, фу....) tiene 
“el mismo valor de verdad que /(Po. фо... -). 


PROPOSICIONES Y TABLAS DE VERDAD 


Definición 14-1: Se llama proposición un polinomio booliano en las variables р, 0... . y se le denota рог 
PDA «DIA O: + de 
о simplemente рог Р. Q. 
Por la Observación 14-1. el valor de verdad de una proposición Plp. q. ... .) evaluado sobre enun- 
ciados cualesquiera. es Función solamente de los valores de verdad de los enunciados y по de los enuncia- 


dos particulares mismos. Ási. pues. sc habla del «valor de verdad» de cada una de las variables, p. q. 
. y del «valor de verdad» de la proposición Рр. 4... 


Una simple manera concisa de mostrar la relación entre el valor de verdad de una proposición 
Pip. 9...) y los valores de verdad de sus variables р. 4. por una tabla de verdad. Por ejemplo 
la tabla de verdad de la proposición ~(p л ~q) se construye como sigue: 


pla |-‹ pa~a zip a za) 
y | F У 
ВУ у ds F 
Жу | F F у 
mr | v F у 
Las primeras columnas de la tabla están ocupadas por las variables р, д... . En la tabla hay suficientes 


filas para abarcar todas las combinaciones de V y F para estas variables. (Para 2 variables. como en 
este caso, se necesitan 4 filas: para 3 variables se necesitan 8 filas y. en general. para п variables se re- 
quieren 2" filas). Luego hay otra columna рага cada paso sucesivo del cálculo del valor de verdad que 
se busca para la proposición, valor que aparece en la última columna 


La tabla de verdad de la proposición anterior ~ (р л ~q) consiste solamente en las columnas 
encabezadas por las variables y la columna encabezada por la proposición. asi: 
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Otra manera de construir esta tabla de verdad de ~ (р л =) es la siguiente: Primero trácese la 
tabla. 


р IS Яй 


mo <<|u 
== <|е 


Paso 141 


Escribiendo la proposición en la fila superior а la derecha de las variables de la proposición. Cada va- 
riable o conectiva encabeza una columna. Los valores de verdad se anotan luego en la tabla en varios 
asos, así: 


р | | AMES 9 ж ж pe- p- ж= = 4] 
Vivi атт т у УТУ ТУ ТЕ [в [У 
y |р туу |> у|рвР[у УУ (Р 
Е |У ЕЕЕ | V PIS [YN EEES Y 
Р |Р кү [у |F Siria e] ely ]2 
Paso e |1 вю (é jæja [1 


tabla de verdad de la proposición queda formada por las columnas encabezadas рог las variables 
y por la última columna completada en el último paso. 


TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCION 


Algunas proposiciones Рр, q; . ..) tienen solo V en la última columna de sus ta... > de verdad 
Es decir, que la proposición Р(р. д... .) será siempre un enunciado verdadero sean cuales fueren 105 
enunciados ро, йо... . verdaderos o falsos por los que se sustituyan las variables, Estas proposiciones 
se llaman rautologías. 


Definición 14-2: Una proposición Р(р, q, .. .) es una tautologia si Р(ро, dos ++ -) © verdadera para 
cualesquiera enunciados Po, о. - 

De manera análoga. 

Definición 14-3: Una proposición P(p, q. ...) es una contradicción si P(po, фо... +) €S falsa para cua- 


lesquiera enunciados Po, Jo, . - - О sea que una contradicción solo contiene F en la 
última columna de su tabla de verdad. 


Ejemplo 8-1: La proposición 4р о no р», es decir p v ~p es una tautologia, соха que se verifica al construir 
una tabla de verdad. 


Р =P PY р 
у Е у 
F у v 
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Ejemplo 8-2: La proposición «р y no p», es decir p л ~p es una contradicción, lo cual se ve por la tabla 


Ejemplo 8-3: Un principio fundamental del razonamiento lógico, la «ley del silogismo», dice que: «Si р im- 
plica q y q implica г, entonces p implica r». Esto es, la proposición 


[69 лба т] > (рет) 
es una tautologia. Lo que se ve рог la tabla de verdad 


mum mm<<<<io. 
y< <y ja 
чачса aja 


= 


МСЕ 


En esta tabla se necesitan ocho filas para abarcar todas las combinaciones de V у Е рага 
las tres variables p, g y r- 


Como una tautologia es siempre verdadera, la negación de una tautologia será siempre falsa, o 
sea que se trata de una contradicción; y viceversa. En otras palabras, 


Observación 142: Si P(p, q, ...) es una tautologia, entonces ~ Р(р, q, . . .) es una contradicción, 
y Viceversa. 


Sean ahora P,(p, q, - - -), Pa(p, 4... .)... . proposiciones cualesquiera y sea Р(р, q, ...) una tau- 
tologia. Entonces P(p, q, . . .) no depende de los valores particulares de verdad de p, q, . ... Por tanto, 
si se sustituye р рог P,, q por Р, en la Р(р, q, ...) se tiene aún una tautología. Dicho de otra 
manera: 


Teorema (principio de sustitución): Si P(p, 4, ...) es una tautologia, entonces N 


PP, Pa...) 


es también una tautología para cualesquiera proposiciones Py, Pz, ... 


EQUIVALENCIA LOGICA 


Dos proposiciones P(p, q, ...) у Q(p, 4, . . .) se dicen lógicamente equivalentes si sus tablas de 
verdad son idénticas. Se denota la equivalencia lógica de P(p, 4, ...) y Обр. 4...) рог 
Рр, 4,...) = Ор. 4, ---) 


Ejemplo 9-1: Las tablas de verdad de (р — q) л (q — p) y р+= 9 son como sigue: 
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+ 
| 
p | а | рза | азр | р-елч-р p | a | реч 
NET V E TAP ү ү | у у 
ye E т |У F у |в F 
a ="|v| vw {| > F F | v F 
) | A 
FF у | y у ЕЈЕ у 
Luego (ро фл (9 р) = ред. 


Ejemplo 9-2: Las tablas de verdad siguientes muestran que р = q y ~p 
esto es, que p>4 = ~p v q 


v q son lógicamente equivalentes, 


Los teoremas que siguen son consecuencias de estas definiciones dadas en lo que precede. 


Teorema 14-1: La relación entre proposiciones definida por 


Pip. д...) = О.д... .) 
es una relación de equivalencia. —5 decir: 
(1) para todo Pip. q. - Та; =P а) 
(2) si Pip: q. ...) = О(р. q. -..). entonces О(р. q. ...) = Рр, q. - 
(3) si Р(р. q. -.)= Обр. q. ---) y Ор. q. ГА .) entonces 
Р(р. 4. Күр. q. --). 
Teorema 14-2: Plp, q. Обр. q. . . .) si, y solamente si, la proposición 


Plp.4, 


= Qip. q. 
es una tautologia. 


Teorema 14-3: Si P(p, 4, ...) y Обр. q. 


entonces 


) son ambas tautologias 


Р(р.4.... 


SOM 4... 


эў 


o bien ambas contradicciones, 


к 


El siguiente corolario es una consecuencia del principio de sustitución en las tautologías y del 


Teorema 14-2 anterior. 


Corolario 14-1: 


Si P(p, q, Qip. 


9. ---), entonces 
PB Pasa 


para cualesquiera proposiciones P,. P3. 


Es decir, que, si se sustituyen por proposiciones las 
proposiciones que resultan son también equivalentes. 


ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Las siguientes proposiciones son lógicamente equivalentes: 
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variables en proposiciones equivalentes, las 
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Teorema 144: (la) pvp = р (15) pap =p 
(2a) (руд) vr = pv (avr) = (2b) (paa)ar = рл (лт) 
(Ba) руа = дур (85) paq = длр 
(a) ру(а^т) = (руд) ^ (рут) (4b) рл (дут) = (рл) у (par) 
(ба) рх = р (5b) pav= p 
(6a) (6) paf =f 
(Ta) (Tb) pa~p = f 
(8a) ~~p = p (85) 0 f, ~f m y 
(9a) (р.а) = ~p ^a~q (9) (paq) = nv ~a 


Este teorema se puede demostrar construyendo las tablas de verdad correspondientes. Aquí v y f 
denotan variables que están restringidas respectivamente a enunciados verdaderos y falsos. 

En vista del Corolario 14-1. cualquier proposición puede sustituir a las variables еп el Teore- 
та 14-4 (excepto a г y f. que solo se pueden remplazar respectivamente por una tautologia У о por 
una contradicción Е). Asi, pues. las proposiciones cumplen las leyes de la Tabla 14-1 que sigue. Nótesé 
la semejanza entre las leyes del álgebra de proposiciones de la Tabla 14-1 y las leyes del álgcbra de con- 
juntos de la página 104. 


EA сл 


LEYES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Leyes de idempotencia 


la. PvP =P 15. PAP a Р 
Leyes asociativas 
2a. (PvQvR = Pv (Qv R) 2b. (PaQqaR = Pra(QaR) 
Leyes conmutativas 
За. PVR = ФУР 3. PAQ=QAP 
Leyes disti bativas 
4а. Pv(QaR) = (РУ 9) ^ (РУ R 4b. Рл(0У В) = (Рл @) ~ (Рл В) 
Leyes de identidad 
ба. PvF =P 5b. Рл і 
ба. Рур =v 6. PaF vA 
Leyes del complemento 
Tas Pv-P =V Т. Рл-Р = Е A 
Ва. ~~P =P 8. -V=F, ~F =V 
Leyes de De Morgan y 
9а. (РУФ) = ~Pa ~Q 9. (Рл Ф) = -Pv-Q 


ү —————————-————— 


Tabla 14-1 


IMPLICACION LOGICA 


Examínese el siguiente teorema: 


Teorema 14-5: Si P(p, q, ...) y О(р, q,  .) son proposiciones, las tres condiciones que siguen son 
equivalentes: 


(1) Pp q, 
(2) Р(р,@... 
B) Peg 


...) у Q(p, q, ...) es una tautologia. 
) es una contradicción. 


es una tautología. 
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En vista del teorema anterior se puede introducir la 


Definición 14-4: Se dice que una proposición Рр, 4, ...) implica lógicamente una proposición 
Об. 4... .), lo que se escribe 


Pip, 4...) = О(р,4....) 
si se verifica una de las condiciones del Teorema 14-5. 
Ejemplo 10-1: La proposición «р implica q y g implica г» implica lógicamente la proposición «р implica r», 
pues, como se muestra en el Ejemplo 8-3, 
[0 9 1 (9 т)] > (рт) 
es una tautología. О lo que es lo mismo, 
фр-ч)л(@>т) Э рот 


Ejemplo 10-2: Сопѕійёгеѕе la tabla de verdad de 


{3 Obsérvese que (р л 4) л —(p v 4) es una contradicción; luego p A g=p V 4. 
Teorema 146: La relación entre proposiciones definida рог 


Pip, 9...) = О(р,4,...) 


es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir: 


(1) Рбр,а,...) > Р(р,9,...). 


(2) Si Р(р, 9,...) > Q(p, q, ...) у Ө(р,9,...) > Р(р, а,...), Entonces 
Pip, 9, - Өбр, 9, ---). 


(8) Si Р(р, 4...) > Ө(р, q 
Р(р, 4, ...) > R(p, 9, . 


Vale también la condición siguiente: 


.) y Ө(р,ч,...) > R(p, q, ...), Entonces 


Teorema 14-7: Si P(p, 4, ...) = Q(p, q, .. .) entonces, para cualesquiera proposiciones Py, Pz, ... 
Р(Р\, Pz...) > О(Р\,Р„,...) 


Es decir, si una proposición implica lógicamente otra, la relación sigue siendo válida cuando se 
sustituyen las variables por proposiciones arbitrarias en las proposiciones originales. 


Observación 14-3: Considerando los simbolos E 


Рр, q, ---) > ОФ, 4, ---) 


es precisamente una proposición y que su tabla de verdad solo puede contener 
o bien V o bien F en la última columna. Pero 


Pip, 4,...)= ОФ, 9...) 
define una relación entre proposiciones compuestas, a saber, que la proposición 
compuesta 
р Рр, 4...) Оф, ...) 
solo tiene V en la última columna de su tabla de verdad, o sea que es una tautologia. 


obsérvese que 
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Observación 14-4: Considerando ahora los simbolos 
еу = 
obsérvese que 
Рр, 4...) > ОФ. 4 
es también precisamente una proposición compuesta у que su tabla de verdad 
Puede tener en la última columna tanto V como Е. Pero 


Рр, 4,...) = Ор, Ф...) 
define una relación entre proposiciones compuestas estableciendo que P(p, q, .. .) 
y Обр, 4, - - -) tienen tablas de verdad idénticas, o lo que es lo mismo, que 
P(p,9,-.)=Q(p, 9...) 
solo tiene V en la última columna de su tabla de verdad. Siendo así que, hablando 


en pura lógica, no cabe distinguir entre dos proposiciones equivalentes, hay 
autores que usan el signo = en vez del =. 


ENUNCIADOS LOGICAMENTE VERDADEROS Y LOGICAMENTE EQUIVALENTES 


Se dice que un enunciado es lógicamente verdadero si se le puede derivar de una tautologia, es de- 
cir, si el enunciado es de la forma P(po, до, . . .). donde Р(р, ф,...) es una tautologia. 


Ejemplo 11-1: Sean los siguientes enunciados: 


(1) Está lloviendo. 
(2) Está lloviendo o no está lloviendo. 


El primer enunciado puede ser verdadero; su valor de verdad depende de condiciones extrin- 
secas al enunciado mismo, es decir, del tiempo climático. El segundo enunciado es lógicamente 
verdadero, уа que se puede derivar de la tautologia р у ~p. Es de ver que su valor de verdad 
no depende de condiciones extrínsecas al enunciado mismo. 


Asimismo, se dicen lógicamente equivalentes los enunciados de la forma Р(ро, 40, ...) Y O(Po, 
do, . - -) si las proposiciones Р(р, q, . . .) y Q(p, 9, . - .) son lógicamente equivalentes. 
Ejemplo 11-2: Сото =(p A q) = =p у ~ 9,el enunciado «No es verdad que las rosas son rojas у que las vio- 


letas son azules» es lógicamente equivalente al enunciado «Las rosas no son rojas o las viole- 
tas no son azules». 


Observación 14-5: Téngase muy en cuenta que el propósito principal de este capítulo es el de mos- 
trar que los polinomios boolianos, o sean las proposiciones, junto con sus tablas 
de verdad, tienen ciertas propiedades algebraicas. No se ha tenido la intención de 
analizar los fundamentos lógicos de los supuestos aquí utilizados. 


Problemas resueltos 


ENUNCIADOS 
1. Sean р «Hace frio» y q «Está lloviendo». Describir con un enunciado verbal las siguientes 
aserciones: 
a) ~p (5) p> ~q (9) ~~g 
(2) pra (6) av ~p (10) (p ^ ~a) > p 
(3) pva (7) ~pa ~a 
(4) аер (8) De ~q 
Solución: 


En cada caso, transcribir л, V, ~, > y <» por «y», «o», «es falso que» o «по», «si... entonces» y «si, y solo 
si», respectivamente, simplificando luego la oración. 


www.FreeLibros.me 


198 ALGEBRA DF PROPOSICIONES (САР. 14 


11) No hace frio. 

(2) Hace frio y está lloviendo. 

13) Hace frío о está lloviendo. 

(4) Está lloviendo si, y solo si, hace frio. 

15) Si hace frio. entonces no está lloviendo. 

16) Está lloviendo o no hace frio. 

(7) No hace frio y no está lloviendo. 

(8) Hace frio si. y solo si. no está lloviendo. 

(9) No es verdad que no está lloviendo. 

(10) Si hace frio y no está lloviendo, entonces hace frio. 


2. Sean p «El es alto» y q «El es galán». Escribir los siguientes enunciados en forma simbólica 
con p y q. 
(1) El es alto y galán. (P 19) 
(2) El es alto pero no es galán! р Л л ) 
(3) Es falso que él es bajo o galán. ~ (Pv9) 
(4) El no es ni alto ni galán. урл 
Я Е es dae es ме уай ppa e pagi 
( {о es verdad que él es bajo о que no es galán. 
q q g TY) À 


Solución: 
O pag y (3) “rv a) / (5) ру (-рлд) V 
(2) pa~a , (4) =p. q Y (6) ~(-ру ~) 


3. Determinar el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados compuestos. 
(1) Si3 42 =7,entohices4+4=8 Y 04 
(2) No сз verdad que 2 + 2 = 5 si, y solo s 4+4=10. „ъа с 
(3) Paris está en Inglaterra o Londres está en Francia. j 
(4) No es verdad que 1 + 1 = 3o que 2 + I= 3. 
(5) Es falso que si París está en Inglaterra, entonces Londres está en Francia. 


Soluci 


(1) Sea p «3 + 2 = 7» y sea q «4 + 4 = 8». Nótese que р es falso y q es verdadero. Según V4. р = q es verda- 
dero. Es decir, el enunciado propuesto es verdadero 

(2) Sea p «2 + 2 = S», sea q «4 + 4 = 10» y sea г«р ssi q». Es claro que р y q son falsos; luego por Vs p +> у 
es verdadero, esto es. r es verdadero. Сото r es verdadero, el enunciado. que es la negación de r, сз falso. 

(3) Sea р «Paris está en Inglaterra» y q «Londres está en Francia». Evidentemente p y q son falsos; por tanto. 
según Va, el enunciado dado, р v q. es falso. 

(4) Sea p «l + 1=3» y ф «2 + 1 = 3» y sea r «р о q». Nótese que р es falso y q verdadero; entonces, 
por Va, р у q que es r, es verdadero. Como el enunciado propuesto es ~ г, es falso. 

(5) Sea p «Paris está en Inglaterra» y g «Londres está en Francia» y sea r «Si р entonces q». Siendo р y q falsos, 
entonces, por Va, р — q es verdadero. esto es. r es verdadero. En consecuencia. el enunciado propuesto, ~r. 
es falso. 


TABLAS DE VERDAD DE PROPOSICIONES 
4. Hallar la tabla de vefdad de cada proposición. 


(1) ~рла (8) (p ^a) > (ру q) 
(2) ~(p > ~) (4) Ap ^q) v (a op) 
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Solución: 
a) 
Р q р pra Р q 
vivir F у 
“AFJ F F vir 
ғ |у |у у к|у 
к || У F F|F 
Paso 
Método 1 Métado 2 


Método 1 Método 2 


(3) 
p |: |рла | рус | (р^лф-(ру@ plalío л Фф > (o у Ф 
VEIA Y v у v]iv]iv]v]v]v]v]v]v 
VE] Р у жч. е РЕ з | дё 
к|у{] F v у Р |у [ЕРУ [У [Р [У у 
Р|Е| Е т | у F|r|ir|r|re|vier|r|r 
Paso els] рр 
Método 1 Método 2 
Se ve que (р aq) > (pv q) es una tautologia 
(4) 
Ll рле | чер | png) zae | pady ep) 
ЕЗЕК у Е F F 
virf F F у v v 
F Ki F F у У у 
кк Е кее y F y 


Método 1 


| 
| 
ма kb 


Por lo general, si una proposición es muy complicada, con el segundo método se invierte menos tiempo 
y espacio. 


www.FreeLibros.me 


200 ALGEBRA DE PROPOSICIONES [CAP. 14 


5. Hallar la tabla de verdad de cada proposición. 
(0 p>4) v ~ p= ~g) (2) [р i~a у n]a ~av pe ~r] 
Solución: 
@) 

р 


ө 
F 

v 
v 

F 
3 


СУ ЕБЕ 
|е че 


”| 


= 
= 


Р 
у 
У 
у 
у 
Р 
Е 
F 
Е 


т< << 5 


=|чо< <<< <<< 
wje << <ч/} 


Р 
(чч <<." < <ја 
lam EREE 
nla<m<m<m< 
ajka mmm <= j> 
ЕСЕ 
nja <<mm<< 
ЕЕЕ 
[<< <<» 
nlu<m<m<m< 


6 * 
a 


NEGACION 


6. Verificar, por tablas de verdad, que la negación de p л q, ру q, p> q y р © 4 es lógicamente 
equivalente a =p у ~q, =P A ~q, p A ~q y pœ ~q 0 =p +» 9, respectivamente. Es decir. 
verificar que 


(1) ~(p^ag)=~pv ~q (Ley de De Morgan) е (3) -(p>49)=pn q 
(2) ~руд) = ~рл ~q (Ley de De Morgan) „ (4) -(pog)=p=-q= =p oy 


Solución: 
(1) 
p |а | эло loro] ~p] ~a | -.v-<a 
УТУУ F F| F F 
y || > y F N v 
ғ{У| Е y vir у 
Р |Р] Е v viv у 
[| 


p | а | p>a | ~0-+0 | ~a | pa~a 
У Ж Y F F F 
ЕЛЕ v v у 
жур у F F F 
тру ү Р у F 
E. 
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(4) 


7. Verificar: ~~p = р. 


8. Mediante los resultados de los Problemas 6 у 7, simplificar las siguientes proposiciones. 


(1) —(p v —q) (8) ~ (рл ~a) (5) (ре) 
(2) ~(-~әэ 4) (4) ~ (-рл~9) (6) ~ (~p > a) 
Solu 

A) ~v ~a) = -pa=q = ерла 

(2) =(=p>q) = -рл-‹@ 

CEER = ~ру = -pvq 

(4) (pa = -pv PY2 > 

(5) ~p) = -—-pOq=poq { =>, 

RARAS = paq E ерле 2 


9. Simplificar los siguientes enunciados. 
(1) No es verdad que las rosas son rojas implica que las violetas son azules. 
(2) No es verdad que hace frio y está lloviendo. 
(3) No es verdad que él es bajo o galán. 
(4) No es verdad que hace frío о que está lloviendo. 
(5) No es verdad que si está lloviendo entonces hace frío. 
(6) No es verdad que las rosas son rojas ssi las violetas son azules. 
Solución: 
(1) Sea р «Las rosas son rojas» y sea q «Las violetas son azules». El enunciado dado se puede denotar entonces 


рог ~(p = q). Por el Problema 6, —(p — q) = p a ~q. Asi que el enunciado es lógicamente equivalen- 
te a «Las rosas son rojas y las violetas no son azules». 


(2) Como (рл 4) = =p v ~q este enunciado es lógicamente equivalente a «No hace frío о no está llo- 
viendo. 

(3) Puesto que ~(р v q) = ~p л ~q, este enunciado es lógicamente equivalente a «El no es bajo y no galán». 

(4) Nótese que =(=p v q)= ~~p A ~q=p ^ ~q. Así que el enunciado, que se puede denotar por 


(=p v q), donde р es «Hace frio» y q es «Está lloviendo», se puede escribir «Hace frio y no está llo- 
viendo». 


(5) Como ~(р = 4) =p л ~g, el enunciado se puede escribir «Está lloviendo y no hace frio». 


(6) Сото (р 
tas по son azules». 


р = ~ q, este enunciado es lógicamente equivalente a «Las rosas son rojas ssi las viole- 
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EQUIVALENCIA LOGICA 


10. (1) 


(2) Demostrar la ley distributiva: p v (q 


Solución: 
41) 


mamon <<<<le 


ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Demostrar Іа ley asociativa: (р=л=ф}-А-—. 


a 
(ру 4) л (ру т) 
Construyendo una tabla de verdad-para-cada—50 К 


›|«|,;]|р^«|(^лФфлт алт | praan 
ЖОЛУУ, y у у у 
vivir] oy F F F 
viriv]or F F F 
vir]r]|or F F F 
к E a у | or F у F 
Е {Уј Е| or F F F 
rgy Е F F F 
FERE F F F F 
C а 
a|r | олт | ру (алт) | руд [рут | (руд) л (рут) 
viv у У V У у 
"e F F У; Vi М у 
|у| Е у у v v 
rir] т v v v v 
viv] у v у у у 
vir] т Р у F F 
ERN P F F у F 
ЖР Р Е | F # | F 


[CAP. 14 


11. Demostrar que la operación de disyunción se puede expresar por las operaciones de conjunción 


y negación, o sea que p v q 


Solución: 


ыы < |ә 


Sp A q). 


12. Demostrar que la operación condicional es distributiva respecto de la operación de conjunción: 
рэ (6 лг) = (р 9) л (рр). 


Solución: 


3a <<<<| e 
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a|r алт | ро (алт) | рна [рот | (длр) 
w У У у Уу У у 
У F F F V F F 
F У Е Е Е NY F 
Е Р F F P F F 
а У У у \ v v 
v F F у у У У 
Е Y F у y у У 
Е Е Е У У у у 
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ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


13. Con las leyes del álgebra de conjuntos. simplificar 


(1) (Pv Q)a ~P, (2) Pv(PAQ) (3) AP Y 9) ~ (~P aQ). 


Solución: 

DM (РУФ) л~Р = =PAPYOQ) = (лр) (РЛ) = FviPaQ)=-=PAQ 
(2) РУ (Рл) = (РАТ) У (Рл) = Рл(ТУ Ф) = PaT =P 

(8) (РУФ) У (ЕРА) = (Рл 9) У (РАФ) = Рл (У) # PaT = =P 


IMPLICACION LOGICA 


14. Decir entre lo que sigue qué es verdadero o falso: (1)p=>p ^ g, (2) рер vq. 
Solución: 
Constrúyanse las tablas de verdad de p — (P A 4) ур у q» 


р q pra | рэ (рлф | ру [о-у 


у N М у у V 
VA F F у У 
Е |У Е У y М 
F|r| x v F v 


Nótese que p => (p A q) no es una tautologia: luego (1) es falsa 
Nótese que р — {р v 4) es una tautologia; luego (2) es verdadera 


15. Demostrar que p л q implica lógicamente р <» 4. 
Solución: 
Constrúyase la tabla de verdad de (p л 4) = (P = 9). 


Сото (р л 4) > (P =q) es una tautologia: рл g= p= q. 


16. Demostrar el Teorema 14-7: Si P(p, q...) = @(р. 4... -) entonces 
P(P,, Pa, ...) > ©(Р,Рь...) 


Solución: 
Obsérvese que Pip. ф....) = Ор. q... +) si. y solo зі. 


Pra) > QA 
es una tautologia. Por el principio de sustitución. 
PIP, Pa.) = QlP Ps 


es también una tautologia. Es decir 
РРР...) “> PP) 


17. Demostrar: Sea P(p, 4... .) una proposición; entonces р = р Y Рр. 4... 
Solución: 
Por el Problema 14, p > р v y. Por el Teorema 14-7. Рір. g. .....) puede sustituir a q. es decir. 


р => py Pipa...) 
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18. Demostrar: Si P(p, q, ...-) = О(р, q, - - .), entonces О es verdadera siempre que Р lo sea, 


Solución: 
Nótese que Pip. q, ..) = Qlp.q..--) si, y solo si, Plp, q, ...) = Ор. ф,... ) es una tautologia, esto es, 
siempre es verdadera. Рог V4 Po > qu es falso si ло es verdadero y go es falso; por tanto, si Р(р, q. ...) es 


verdadera, entonces Q(p, q, - . . ) debe ser también verdadera. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. La conectiva proposicional v se llama disyunción exclusiva; р у q se lee «р о q pero no ambos». 


(1) Construir una tabla de verdad para p у 4. 
(2) Demostrar: p у q = (р v q) л =(p A q). Por tanto, v se puede escribir empleando las 
tres conectivas primarias V, A у ~. 
Solución: 
(1) Nótese que p y q es verdadero si р es verdadero o y es verdadero, pero no lo es si ambos р y q son verda- 
deros; de ahí la tabla de verdad de p м9 


(2) Sea la siguiente tabla de verdad: 


Сото las tablas de verdad de р у q y (p v q) л ~ (рл q) son idénticas, ру q = (p A 4) A =(p A 4). 


20. La conectiva { es la conjunción negativa; р } q se lee «Ni p ni q». 
(1) Construir una tabla de verdad para p | 4. 
(2) Demostrar: Las tres conectivas v, A у ~ se pueden expresar con la conectiva { como 
sigue: 
() =p =plp, (5) pra = (рур) lada), (0) pva= (pla) tipla). 

Solución: 

(1) Nótese que p } q es verdadero si no es verdadero р ni es verdadero 4; así, pues, la tabla de verdad de 

рід es ésta: 
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21, 


22. 


(2) (а) (b) 


»|-o|oip p |а | рле | рур | аја | Фур) ауо 
AE ¿e E ғ | у 
к|у| у IET F F у | F 
rv] or | у F F 
F | Flor |у у F 
A 
(e) 
» | а | руа | рае | ордуја 
viv у F у 
y F у Е у 
F у F v 
rr] F у | F 
A 


Hay a lo más cuatro proposiciones diferentes en una variable que no son equivalentes. Las tablas 
de verdad de tales proposiciones son como sigue: 


Hallar las cuatro proposiciones dichas. 
Solución: 
Nótese que 


Luego Рр) = р у =p, Рр) = р. Рур) = ~p. Pap) =p A =p. 


Hallar el número de proposiciones diferentes no equivalentes de (1) dos variables P y q, (2) tres 

variables p, q y r, (3) n variables р. Pas o- <, Pm 

Solución: 

(1) La tabla de verdad de una proposición Рр, q) contendrá 2? = 4 filas. En cada fila pueden aparecer V o Е; 
asi, pues, hay 2? = 2* = 16 diferentes proposiciones P(p. q) no equivalentes. 


(2) La tabla de verdad de una proposición P(p, q. r) contendrá 2* = 8 filas. Como еп cada fila pueden apa- 
recer У о F, habrá entonces 22' = 2" = 256 proposiciones diferentes no equivalentes Р(р, q. r). 
(3) Ба tabla de verdad de una proposición P(p,....... p,) tendrá 2" filas; por consiguiente, como se vio antes, 


habrá en este caso 22" diferentes proposiciones no equivalentes P(pj...... Pp). 


Denótese con Ару р A q у con Np =p. Escribanse las siguientes proposiciones empleando 
AyNenvezde л y ~. 


(1) pa~a (8) ~p a (~g ar) 
(2) ~(~p 12) (4) (pag) л (а^ =?) 
Solución: 
(1) pa~a = рл № = Ар№д 
(2) (=paq) = ~(Npa д) = —(АМрад) = МАМра 
(8) —рл(-флт) = Арл (Ма лт) = Npa (4ANqr) = ANpANgr 
(4) ona) л (ал ~r) = (АРМ) л (ANgNr) = (NAPNq) A (ANGNr) = ANApNgANqNr 


Nótese que no hay paréntesis en la respuesta final cuando se usan А y № en vez de л y ~. Se demuestra 


que no son necesarios. Y, además, como toda conectiva es lógicamente equivalente а A y N, es decir, a A y ~, 
la notación anterior basta para cualquier desarrollo del álgebra de proposiciones. 
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24. 
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Escribir las proposiciones siguientes utilizando л у ~ en vez de A y N. 

(1) NApq (3) ApNg (5) A4pgr (7) NAANpqr 

(2) ANpg (4) ApAgr (6) ANpAqNr (8) АМАрАарААМатр 
Solución: 

(1) Nápg = М№рл q) = (pag) (8) Ар№ = Ар(~4) = р^ ~ 

(2) ANpq = А(-р)д = -рлф (4) АрАдт = Aplgar) = рл (алт) 

(5) ААрдғ А(рл 9)т = (pagar 

(6) ANpAqNr = АМрАа(-т) = АМр(д ^ ~r) = А(-р)(а л ~r) = ~pa lg a~r) 

(7) МААМрдт = МАА(-р)ат = МА(-рл фт = №М[(-рл a) лт] = (pag лт] 

(8) ANApAqpAANqrp = АМАРАдрАА(—д)тр = ANApAqpAl~q лт)р = АМАрАдр[(~4 лт) A р] 
АМАр[а л plia ar) лр] = АМрл (ал р) (алт) лр] 

А (рл (а л Р С9 лт) лр] = ~pa (ал p) л [дл т) л р] 


Problemas propuestos 


ENUNCIADOS 


25. 


26. 


27. 


Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Expresar por enunciados verbales los siguientes enunciados sim- 
bólicos. 


(ova (8) эр (5) q ~p iag 
(2) pag (4) pv ~q (6) ~p >q (8) (ерла) >p 


Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Escribir en forma simbólica los siguientes enunciados. 
(1) El no es rico ni feliz. 

(2) Ser pobre es ser infeliz. 

(3) Uno nunca es feliz si es rico. 

(4) El es pobre pero feliz. 

(5) El no puede ser rico y feliz. 

(6) Si él es infeliz es pobre. 

(7) Si él no es pobre y feliz, entonces es rico. 
(8) Ser rico es lo mismo que ser feliz. 

(9) El es pobre o bien es rico e infeliz, 

(10) Si él no es pobre, entonces es feliz. 


Sea р «El es rico» y sea q «El es feliz». Escribir los siguientes enunciados condicionales en forma sim- 
bólica, 

(1) Si él es pobre, él es feliz, 

(2) Ser pobre implica ser feliz. 

(3) Hay que ser pobre para ser feliz. 

(4) Ser rico es suficiente para ser feliz. 

(5) Ser rico es necesario para ser feliz. 

(6) El es pobre solo si es infeliz 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados: 
(1) Si 5 < 3, entonces —3 < —5. 

(2) No es verdad que 2+2=403+5=6. 

(3) Es verdad que 2 +2 Ф 4у3 +3 = 6. 

(4) 513 < 5, entonces -3 < – 5. 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados: 
(1) No es verdad que si 2 + 2 = 4 entonces 3+3=5 6141-2. 
(2) Si 2 + 2 = 4, entonces no es verdad que 2 + 1=3 y 5+5=10 
G) No es verdad que 2 + 7 = 9 si, y solo si, 2 + 1 = 5 implica 5 + 5 
(4) 812+ 2 5 4, entonces по es verdad que 3+3=7 ssi 1 +1=2 
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30. Escribase la negación de cada uno de los enunciados siguientes de la manera más simple posible 
(1) El es alto pero galán. А 
(2) El по es rico пі feliz. 
(3) Si caen los precios de las acciones, aumenta el desempleo. 
(4) Ni Marcos ni Enrique son ricos, 
(5) El tiene cabello rubio u ojos azules 
(6) F' tiene cabello rubio si, y solamente si, tiene ojos azules. 
7) Ambos, Marcos y Enrique son inteligentes. 
(8) Si Marcos es rico, entonces, tanto Enrique сото Aura son felices. 
(9) Marcos o Enrique es inteligente y Aura es bonita. 


TABLAS DE VERDAD 


31. Hacer la tabla de verdad de cada una de las proposiciones siguientes: 


(1) -parq (3) p> (=p v 4) 
(2) “ro (4) (pa~a) > (~p y a) 
32. Hacer una tabla de verdad para cada proposición. 
(1) [p^ (~q > р) л [lo 6 ~a) > (av ~p) (2) [p v (a ~) л [~p v r) e ~al 


EQUIVALENCIA LOGICA E IMPLICACION LOGICA 


33. Demostrar: (1) рэ ~q = q>~p (8) флф әт = (рет v (тт) 
(2) palav r) = (рл) у (par) (0) p+r] = [ipa ~r) > ~] 


34. Establecer la verdad o falsedad de lo que sigue: 
(Орла Эр (pvp ()4>»->0 


35. Demostrar (construyendo las tablas de verdad necesarias): 
(Ш p&g > дэр (8) palav r) > (РЛФУТ 
@ ~p Эрод (4) a > [pa ер) 


36. Demostrar: Para toda proposición Р(р, 4, ...), p A Рр, 4...) pP. 
37. Si Apq denota p A q y Np, ~p (véase Problema 23), escribir las proposiciones siguientes con A y N en 
vez de л y ~. 
(1) ~рла (4) pad nep a ~a) 
(2) рл ~(рл a) (5) [рл ~ (рл ~] л ~p A 4) 
(3) ~p ^ g) л (рл ~a) (6) (~p a ~a) a [л a) л (~a A р) 


38. Escribir las proposiciones que siguen con A y ~ en vez de A y N. 


(1) NApNq (3) AApNrAqNp (5) ANAApAqNrpAqr 
(2) ANApqNp (4) ANANGANpqNp (6) ANANPNAGNrAPpNAqNr 


Respuestas a los problemas propuestos 


26. (2) ~p © ~q, (Б) Apr, (9) ~p v (p^ ~a) 

27. (8) q>~p, (4) p>4, (6) =рә ~ 

29. (1) F, (2) F, (3) Ambigua. (4) V 

30. (2) Еіс rico o feliz (8) Marcos es rico, y Enrique o Aura son infelices. 
31. (2) VFFV, (4) VFVV 

32. (1) FVFF 

33. Sugerencia: Construir tablas de verdad 

34. (1) Verdadero. (2) Falso. (3) Verdadero. 

37. (2) ApNApq, (4) АМАраМАМрМа, (6) AANPNqNAApqANgp 


38. (2) ~(рлФ л-р, (0) ~iga lp aa] лр, (6) pra al a рл lan ~) 
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Cuantificadoxes 


FUNCIONES LOGICAS Y CONJUNTOS DE VALIDEZ 
Sea A un conjunto dado, explícita o implícitamente. Una función lógica. o simplemente un enun- 
ciado formal sobre A es una expresión que se denota por 
р(х) 


iue tiene la propiedad de que р(а) es verdadera o falsa para todo a £ A. En otras palabras, р(х) es una 
inción lógica sobre А si р(х) se convierte en un enunciado al sustituir la variable х por un cle- 
mo аЕ 4А 


"iemplo 1-1: Sea р(х) «х + 2 > 7». Asi, pues, р(х) es una función lógica sobre N, el conjunto de los núme- 
ros naturales. 


Ejemplo 1-2: Sea р(х) «х + 2 > 7». Entonces р(х) no es una función lógica sobre С, el conjunto de Jos nú- 
meros complejos, pues las desigualdades no se definen para todos los números complejos 


Si р(х) es una función lógica sobre un conjunto A, entonces el conjunto de elementos a £ А que 
tienen la propiedad de que p(a) es verdadero, se Пата conjunto de validez V, de р(х). En otras palabras. 


V, = {х|х 4 р(х) es verdadero) 
о. simplemente, 
Y, = dx] pt) 


Ejemplo 1-3: Considérese la función lógica «х + 2 > 7» definida sobre N, el conjunto de los números na- 
turales, Entonces 


le | eN, 2+2>7 = (6,7,8,...) 


es el conjunto de validez. 
Ejemplo 1-4: Sea р(х) «х + 5 < 3». Entonces el conjunto de validez de р(х) sobre № es 


{z |'zeN, z+5<38} = Ø 


el conjunto vacio. 
Ejemplo 1-5: Sea p(x) «x + 5 > 1». El conjunto de validez de р(х) sobre N es 


{e | 45>) = N 
Es de notar, por los ejemplos anteriores, que Si p(x) es una función lógica definida sobre un con- 
junto 4, entonces р(х) puede ser verdad para todos los х e A, para algunos хє А о para ningún хє A. 
CUANTIFICADOR UNIVERSAL 


Sea p(x) una función lógica sobre un conjunto 4. Entonces 


(VxeA)p(x) о У„рх) о Ух, р(х) U) 
es un enunciado que dice «Para todo elemento x de A, p(x) es un enunciado verdadero», o, simplemen- 
te, «Para todo x, p(x)». El simbolo v 


que se lee «para todo» se Пата: cuantificador universal. Nótese que (1) es equivalente a la aserción con- 
juntista de que el conjunto de validez de p(x) es todo el cunjunto A, esto es, 


Ир =(x|x64, р(х) = А (2) 
Ejemplo 2-1: Sea М el conjunto de los hombres. Entonces «Todo hombre es mortal», se puede escribir: 
(Vx e M)(x es mortal) 
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Nótese que p(x), por sí solo, es un enunciado formal y, por consiguiente, no tiene un valor de ver- 
dad. Pero р(х) con el cuantificador Y precediéndole, es decir, Yx р(х), es un enunciado y tiene un valor 
de verdad. А la vista de la equivalencia de los enunciados (1) y (2), queda establecido que 


Qu: Si {x|xe A, p(x)) = A, entonces Vx р(х) es verdadero; si {x | хе A, р(х)} + A, entonces 
Vx р(х) es falso. 


Ejemplo 2-2: La proposición (Yn в N)(n + 4 > 3) donde N es el conjunto de los números naturales, es ver- 
dadera porque 
{% | n+4>3) = (123,...) = М 


Ejemplo 2-3: La proposición Vn(n + 2 > 8) es falsa, pues 
{п | n+2>8) = (7,8,9, эф * М 


Ejemplo 2-4: El símbolo Y se puede emplear para definir la intersección de una familia de conjuntos {Ау}, 
como sigue 


пет = (e | Viel, zeA} 


CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 
Sea р(х) una función lógica sobre un conjunto A. Entonces 


(ixeA)p(a) о 3.р(=) о Зхр(х) (1) 


es una proposición que se lee «Existe un х £ A tal que р(х) es un enunciado verdadero» o, simplemente, 
«Para algún x, p(x)». El símbolo 
3 


que se lee «existe» o «para algún» o «para al menos un» se llama cuantificador existencial. Nótese que 
(1) es equivalente a la afirmación conjuntista de que el conjunto de validez de p(x) no es vacío, es 
decir, 


V, = {x| x84, р) # Ø 
Por tanto, 


Qz: Si {x |р(х)) + Ø, entonces Эх р(х) es verdadero; si {x | р(х)) = Ø, entonces 3x р(х) es falso. 
Ejemplo 3-1: El enunciado (Ine Мз +4 < т) 
es verdadero porque {п фп+4<1}) = (123 + р 
Ejemplo 3-2: La proposición 3n(n + 6 < 4) es falsa porque {n |n +6 < 4) = Ø. 
Ejemplo 3-3: El símbolo З puede usarse para definir la unión de una familia de conjuntos (4), ¿, como sigue: 
О.А = {z | diel, xeA) 


Observación 15-1: El simbolo > se usa frecuentemente en vez de las palabras «tal que» en muchos 
enunciados en que aparece el cuantificador existencial 3. Por ejemplo, el enun- 
ciado «Existe un número natural n tal que 50 < n? < 100» se escribe entonces 


IneN Э 50<nm*<100 


NEGACION DE PROPOSICIONES QUE CONTIENEN CUANTIFICADORES 


La negación de la proposición «Todo hombre es mortal» es «No es verdad que todo hombre es 
mortal»; es decir, existe al menos un hombre que no es mortal. Simbólicamente entonces, si M denota 
el conjunto de los hombres, entonces las sobredichas proposiciones se pueden escribir 


~ (Vx e M)(x es mortal) = (3x є M)(x no es mortal) 
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Mejor aún, si p(x) significa «x es mortal». se puede escribir 


-(VeeM)p(x) = (Ixe М) ~р(х) о v.p(a) = 1:-p(x) 


Cosa que, en general, es verdadera. Así, pues, 


Teorema (De Morgan) 15-1: ~ (Ух є 4) р(х) = (Ixe 4)=p(x) 
Нау un teorema análogo рага la negación de una proposición que contiene cl cuantificador exis- 
tencial. 


Teorema (De Morgan) 15-2: ~ (3x € A) p(x) = (Yx £ A)=p(x) 
O sea que el enunciado 


«No es verdad que, para todo a £ A, pla) es verdadero» 
es equivalente al enunciado 
«Existe un a £ A tal que p(a) es falso» 
De igual modo, el enunciado 
«No es verdad que existe un а A tal que p(a) es verdadero» 
es equivalente al enunciado 
«Para todo a £ A. pla) es falso» 


Ejemplo 4-1: La negación de la proposición «Para todo número natural n, п + 2 > 8 es equivalente a la pro- 
posición «Existe un л tal que n +2 8». Es decir, que 
(Va e Мп + 2 > 8) = (Ine N)in + 2 5 8) 


Ejemplo 4-2: La negación del enunciado «Existe un planeta habitable» es el enunciado «Todos los planetas 
son inhabitables». En otras palabras. si Р es el conjunto de los planetas, entonces 


~ (3х2 Р)(х es habitable) = (Vx e Р}(х no es habitable) 


Observación 15-2: Aqui el significado de p(x) es obvio, pues es la función lógica que se obtiene es- 
cribiendo «No es verdad que...» antes de р(х). Nótese que el conjunto de va- 
lidez де ~ р(х) es el comiplemento del conjunto de validez de р(х), porque 


sı pla) es verdadero. entonces = р(а) es falso 


y viceversa. Si antes ~ era una operación de enunciados, ahora es una operación 
de funciones lógicas. 

Teniendo en cuenta además que р(х) л g(x)se lee «p(x) y q(x)» y que p(x) v q(x) 
se lee «p(x) o q(x)», se puede demostrar que las mismas leyes de las proposiciones 
valen para las funciones lógicas, por ejemplo ~ (р(х) A q(x)) = ~р(х) v ~ (х). 


CONTRAEJEMPLO 


Por el Teorema 15-1, ~ Ух, р(х) = 3x=p(x). Por tanto, para demostrar que un enunciado Ух, р(х) 
es falso, da lo mismo demostrar que 3х ~ р(х) es verdadero, esto es, que existe un elemento хо tal que 
р(х) es falso. Un elemento xp semejante se dice un contraejemplo del enunciado Yx, р(х). 


Ejemplo 5-1: Sea el enunciado Vx, | x | 4 0. El enunciado es falso porque el número 0 es un contraejemplo, 
es decir, |0| + 0 no es verdadero 


Ejemplo 5-2: Sca el enunciado Ух, x? > х. Este enunciado по es verdadero, уа que, por ejemplo, } es un con- 
traejemplo. es decir, (3)? + 3. 


NOTACION 
Sea A = 12, 3, 5) y sea р(х) «х es un número primo», Entonces la proposición 


«Dos es un número primo y tres es un número primo y cinco es un número primo» (2) 
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se puede denotar por 
p(2) a p(3) a p(5) = A aca Pla) 
Análogamente, la proposición 


«Dos es un número primo o tres es un número primo o cinco es un número primo» (2) 
se puede denotar por 


P(2) v p(8) v p(5) = vaea pla) 


Pero (1) es equivalente al enunciado 
«Todo número de А es primo» (3) 
y (2) es equivalente al enunciado 
«Al menos un número de А es primo» 


A aca P(A) 
V aea Pla) 


У aca P(O) 
Iaea Pla) 


así que los simbolos a y v se usan a veces en vez de Y y 3. 


De otra manera, 


Observación 15-3; Si A fuera un conjunto infinito, un enunciado de la forma (1) no sería factible 
porque nunca terminaría; pero en cambio siempre se puede hacer un enunciado 
de la forma (3) aun cuando А es infinito. 


FUNCIONES LOGICAS QUE CONTIENEN MAS DE UNA VARIABLE 


Dados los conjuntos Ay. Az, ..., Am se llama función lógica (de п variables) sobre Арх Ах 
. X А, una expresión denotada рог 
Р(Х Ха) 
tal que pla, ..., а,) es verdadera o falsa para todo n-tuple ordenado (41, ..., a) E (4, X Aj х 
2х Ap). 


Ejemplo 6-1: Sea М el conjunto de hombres y Wel de mujeres. Entonces «x está casado con у» es una fun- 
ción lógica sobre М х W. 


Ejemplo 6-2: Sea N el conjunto de los números naturales, Entonces «х + 2y + 32 < 18» es una función 
lógica sobre М х N х N. 


Principio fundamental: Una función lógica precedida de cuantificadores para cada variable. por 
ejemplo, 
ШЕ VIdYP(2,Y) о Зхугуур(х,у,2) 


es un enunciado y tiene un valor de verdad. 
Ejemplo 6-3: Sea М = (Enrique. Marcos. Pablo), sea W = (Carmen, Aura) y sea р(х, y) «х es el hermano 
de y». Entonces 
УхеМ[Зує W plz,y)) = VecMlyeW р(х,у) 
significa «Para todo х de M existe un y de W tal que х es el hermano de y». En otras palabras. 
todo clemento de M es el hermano o bien de Carmen, o bien de Aura 
Ejemplo 6-4: Sean М. W y р(х. у) como en el Ejemplo 6-3. Entonces 


Зус У VeeM р(х, у) 
afirma que al menos una de las mujeres de W es la hermana de todos los hombres de М. Así. pues. 
un orden diferente de los cuantificadores da lugar a una proposición diferente, 


La negación de una proposición que contiene cuantificadores puede averiguarse como sigue. 
ух [30 р(х,0)] = 12 ~[3ур(2,0)] = 32 Vy —p(x,y) 
Ejemplo 6-5: Sean M. W y р(х. y) сото еп el Ejemplo 6-3. Entonces 
=YxeM3yeW ple,y) = JeMvVyeW ~р(2, у) 


En otras palabras, el enunciado «Es falso que todo hombre es el hermano de al menos шва =e- 
jer» es equivalente a «Al menos uno de los hombres no es el hermano de ninguna mujer». 
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Problemas resueltos 


1. Si р(х) denota el enunciado «х + 2 > 5», establecer si р(х) es o no una función lógica sobre cada 
uno de los siguientes conjuntos: (1) N, el conjunto de los números naturales; (2) М = (—1, —2, 
=3, ... .); (3) С, el conjunto de los números complejos. 


Solución: 


(1) Si. (2) Aunque p(x) es falso para todo elemento de M, p(x) es de todos modos una función lógica sobre 
М. (3) No. Nótese que 2i + 2 > 5 no tiene ningún sentido. Es decir, entre números complejos no está definida 
la desigualdad. 


2. Determinar el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados. (Aquí el conjunto univer- 
sal es el de los números reales.) 


(1) Yz, == { (8) Vx, 2+1>x / (5) 3 z, |z| =0 
(2) 12, х= = (4) 32,24+2=x | 
Solución: DATE 
(1) Falso. Nótese que si хо = —3. entonces |xo| 4 хо. 
2 


(2) Verdadero. Porque si хо = 1. entonces х = хо. ё 
(3) Verdadero. Porque todo número real es solución de x + 1 > х. > 
(4) Falso. No existe solución para x + 2 = х. 

(5) Verdadero. Porque si хо = 0, entonces |xo| = 0. 


3. Negar los enunciados del Problema 2. 
Solución: 
@) Va |а =2 = 3z а= а) = de, leo 
(0) ~32, 0 == = Yg~( =z) = Va, ate 
(3) ~yz,z+1>z = Зх (а+1> 2) а Je 2+1<w 
(4) ~32,2+2=2 = Уа (0+2=2) =Vxa+tl%e 
(6) ~3z, || =0 = Ve ~(|2| = 0) = Vo, |z| 0 


4. Dado A = (1, 2, 3, 4, 5), hallar el valor de verdad de los siguientes enunciados. 


(1) (Ixe A)(x +3 = 10) (8) (32€ A)(x +3 < 5) 
(2) (Vze Ale +8 < 10) (4) (VxeAl(a+8<7) 
Solución: 


(1) Falso. Ningún número de A es solución de x + 3 = 10. 

(2) Verdadero. Todo número de A satisface a x + 3 < 10. 

(3) Verdadero. Pues si xp = 1, entonces xy + 3 < 5, o sea que 1 es una solución. 

(4) Falso. Porque si хо = 5, entonces хо + 3 47. En otras palabras, 5 по es solución de la condición dada. 


5. Negar los enunciados del Problema 4. 


Solución: 
(1) (Ixe Alo +3 = 10) (Vzc A) ~(2+8 = 10) 
(2) —(#хєА)(а+3<10) = (3264) ~(2+8<10) 
(8) (JzcANe+3<5) = (YzeA)~(z+8 <5) 
(4) ~(YzcAz+3=7) = (IzeA)~(z+3=7) 


(Vze Alz +3 * 10) 
(ze А)(а +3 = 10) 
(УлєА)(а+3 = Б) 
(зге А(&+38 > 7) 


6. Negar los enunciados: (1) Ух р(х) л Зу ф(у), (2) 3x р(х) у Yy q(x). 


Solución: 
(1) Nótese que —(p A q) = ~p Y ~q; entonces 

(ерш) a Iya) = —Vap(e) v ~Зуд(у) = 2% —p(e) v Му ~а(у) 
(2) Nótese que —(p v q) = ~p л ~q; entonces 

(drp(x) У Wvg) = —I2p(2) л Уучу) = Ve =p(2) A 3y —qly) 
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7. Negar los siguientes enunciados. 
(1) Si hay un motín, alguien es muerto. 
(2) Es de día y todo el mundo se ha levantado. 


Solución: 


(1) Nótese que ~ (р 4) =p A ~q. Por tanto 
«Es falso que es de día y todo el mundo está levantado» 
= «No es de día o es falso que todo el mundo está levantado» 
= «Hay un motín y todos están vivos» 
(2) Nótese que ~(p ^ q)= =p v ~q. Por tanto: 
«Es falso que es de día y todo mundo está levantado» 
= «No es de día o es falso que todo mundo está levantado» 
= «Es de noche o alguien no está levantado» 


8. Hallar un contraejemplo para cada uno de los enunciados siguientes. Aquí В = (2, 3, ..., 8,9). 
(1) VoeB, 2+5 <12 (8) YzeB, 22 >1 
(2) ухе В, æ es primo (4) УхеВ, æ es par 
Solución: 


(1) Si xo = 7, 8 6 9, entonces хо + 5 < 12 no es verdadero; y cualquiera de los 7, 8 б 9 es un contracjemplo. 
(2) Como 4 no es primo, 4 es un contraejemplo. 

(3) El enunciado es verdadero; азі que no hay contraejemplo. 

(4) Siendo 3 impar, 3 es un contraejemplo. 


9, Sea (1, 2, 3) el conjunto universal. Averiguar el valor de verdad de los enunciados si- 
guientes. 


(1) 3туу,#<у+1 (4) 3x Yy 32, z? +y? < 2 
(2) У 35, 2% +02 < 12 (5) 12 Jy Yz, х +y? < 24% 
(8) Y zY у, 224+y?< 12 


Solición: 


(1) Verdadero. Porque si х = 1, entonces 1 < y + 1 tiene como soluciones los números 1, 2 y 3. 

(2) Verdadero. Pues para cada xp, sea у = 1; entonces xå + 1 < 12 es un enunciado verdadero. 

(3) Falso. Porque si xp = 2 € yo = 3, entonces xå + уф < 12 que no es enunciado verdadero. 

(4) Verdadero. Puessixp = 1y Zo = 3, entonces el conjunto de validez de x3 + y3 < 225, esto es, 1 + y? < 18 
es el conjunto universal (1, 2, 3). 

(5) Falso. Pues si 20 = 1, entonces х? + y? < 2x3 carece de solución, 


10. Sea А = {1, 2,..., 9, 10). Considerando los siguientes enunciados formales, decir del que es 


enunciado, si es verdadero o falso; y para el que sea una función lógica determinar el conjunto 
de validez. 


(1) (UzeAl(dye A) > (z +y <14) (8) (уге A)(Vye А)(л + у < 14) 
(2) (Чу A)l(x +y < 14) (4) (ЗуеА)(= +y < 14) 


Solución: 


(1) El enunciado formal en dos variables está precedido de dos cuantificadores; es, pues, un enunciado, què, 
además, es verdadero. 

(2) El enunciado formal está precedido por un cuantificador; asi que es una función lógica de la otra variable. 
Nótese que para todo y € A, xp + y < 14 si, y solamente si, хо = 1, 2 ó 3. Así que el conjunto de validez 
es (1, 2, 3) 

(3) Es un enunciado y es falso. Porque si х = 8 е у = 9, entonces хо + уо < 14 no es verdadero. 

(4) Es un enunciado formal en х. El conjunto de validez es A mismo. 
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п. 


12. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


CUANTIFICADORES 
Negar los siguientes enunciados. 
(1) 32 Yy, pla, y) (4) Уху (р(х) v 9(0)) 
(2) У х Yy, p(z, y) (5) 3х Уу (р(х, y) > a(x, y) 
(8) 3 y Зх Yz, p(e,y,z) (6) Зу Ix (р(х) a —a(m) 
Solución: 
а) (32 Ур, pæ) = Ye Зу ple) 


(2) (VzVy, plz, у) 


(8) ~y Jz Yz, plz, vz) 
(4) —[(Vx Зу (pte) у 9(0))] 
(5) [30 Yy (plx, у) > а(2,0))] 


= Jedy ~р(а,у) 

Vy Vz dz ~plz, y, 2) 

З= Уу lol) v 40) = 3z Yy (~plz) л alu) 

Ya Jy ~(plz,y) > ale,1)) = Vedy (plz, y) л ~ale, y)) 


(6) ~[3y 3z (plz) л ~au] = Vy Ve (ple) ama) = Уу Yz (~р(а) v alu) 


Dado el enunciado siguiente, que es la definición de que la sucesión a,, az, 


cero: 


Ve>03n0 Yn (n>n > |а| < e) 


Negar dicho enunciado. 


Solución: 


—(Ve>03 n Yn (n>m > |а, < 0) 


3.20 уп Зп ~(п> n > |а| < e) 
3.>0 Ут Зп (п> ло л 
3e>0 Ул In (n>m л а, =0) 


Problemas propuestos 


|] < д) 


[САР. 15 


.. tiene por límite 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados. (Aquí el conjunto universal es el de los núme- 


ros reales.) 
(1) Vz, =x (4) Yz а-3<2 
(2) de, 2z == (5) 3z, —-20+5=0 
(8) Jz, 22+3x-2=0 (6) Y 2, 22+3x = 5x 


Negar los enunciados del Problema 13. 


Sea {1, 2, 3, 4} el conjunto universal. Determinar el valor de verdad de cada enunciado: 


(1) Yz, 2+3<6 (8) Yz, 21—10 = 8 
(2) 32, =2+3<6 (4) 32, 2а +2 = 15 


Negar los enunciados del Problema 15. 


Negar los enunciados: (1) Yæ p(z) л З= q(x), (2) Зур(у) > Yz ~а(2), (8) 3л—р(х) v Va qlo). 


Negar los siguientes enunciados. 


(1) Si el maestro está ausente, algunos estudiantes по terminan su tarea. 
(2) Todos los estudiantes terminaron su tarea у el maestro está presente. 
(3) Algunos estudiantes no terminaron su tarea o el maestro está ausente. 


Dar un contraejemplo para cada enunciado falso, Aquí es (3, 5, 7, 9) el conjunto universal. 


(1) Уа, 2+3=7 (8) Ул, æ es primo 
(2) Y æ, es impar (4) Ve, le] == 
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20. Negar los enunciados del Problema 19. 


21. Sea (1, 2, 3) el conjunto universal. Determinar el valor de verdad de cada enunciado 


(1) М Уу, з? +2y < 10 (8) z Jy, аду < 10 
(2) 3х Чу, х: +2у < 10 (4) З Jy, а + 2у < 10 


22. Negar los enunciados del Problema 21. 


23. Negar los siguientes enunciados: 


(1) Vol y Va plz, y, 2) (8) Væ 3 y (р(х, y) > 900) 
(2) Ix Му (р(х) у ~9(0)) (4) Iæ Зу (р(х) л 9(0) 


24. Sea (1, 2, 3, 4, 5) el conjunto universal. Hallar el conjunto de validez de las siguientes Funciones lógicas. 


(1) 32, 220+y<7 (3) Vx, 2x+y<10 
(2) Зу,2х+у<1 (4) V y, 22 +y < 10 


Respuestas a los problemas propuestos 


18. (2) V, (5) в 

М. (1) За, аеш (4) 3а, 2-82 (5) V æ, g’ — 2e +5 w 0 
15. (0 Р, (гу 

16. (2) Уз, 2+3=6 (8) Jz, 21—102 8 

17. (2) Зур) л Зх а(х) (8) Vep(x) л За ~alz) 


18. (1) El maestro está ausente у todos los estudiantes terminaron sus tareas. 
(2) Algunos estudiantes no terminaron su tarea о el maestro está ausente 
(3) Todos los estudiantes terminaron su tarea y el maestro está presente 


19. (1) 3, (3)9 


20. (1) 32, 2+38<7 (8) 32, æ по es primo 
(2) 32, х es par (4) Зх, elo 


21. (2V, (8) Е 
23. (2) Уа Зу (pl) na) (3)3 æ Vy (plz, y) л ~at) 


м. (1) (1,2,3, 4), (2) (1,2), (38) Ø, (4 {1,2} 
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Algebra booliana 


DEFINICION 

Se ha visto que los conjuntos y las proposiciones poseen propiedades análogas, es decir, que cum- 
plen leyes idénticas. Son estas leyes las que se emplean para definir una estructura matemática abstracta 
llamada álgebra booliana, por el nombre del matemático George Boole (1813-1864). 


Definición 16-1: Un álgebra booliana es un conjunto В de elementos a, b, ... dotado de dos ope- 
raciones binarias llamadas suma y producto, que se denotan respectivamente por 
+ y + tal que: 


Bo. Ley de clausura: Para cualesquiera a, be В, la suma a + Б y el producto 
a + Б existen y son elementos únicos de В. 


3,. Ley conmutativa: 
(la) a+b = b+a (15) arb=bx*a 


В,. Ley asociativa: 
(2a) (a+b)+c = a+ (b+c) (2b) (a+ 0) *с = a+ (b+c) 
B,. Ley distributiva: 
(Ba) a + (0 * с) = (a+b) (a+c) (3b) a+ (b+c) = (a «b)+ (a » c) 


B,. Elementos neutros: Existen un neutro aditivo 0 y un neutro multiplicativo 
U tales que, para todo a £ B, 


(4a) а+0 = а (40) а*0 = а 

Bs. Complemento: Рага todo ae В existe un a'e В llamado complemento de a, 
tal que 
(5а) а+а = О (50) ara” = 0 


Observación 16-1: Nótese que, por definición, una operación binaria cumple la ley de clausura; по 
era, pues, necesario establecer explícitamente el axioma Bo. 


Ejemplo 1-1: Sea В = (1, 0) y sean las dos operaciones + y + definidas como sigue: 


+|ijo «|ifo 
1|1 1 
1 


Entonces В, o más precisamente, la terna (В, +. +) es un álgebra booliana. 


Ejemplo 1-2: Sea s una familia de conjuntos cerrada respecto de las operaciones de unión, intersección y 
complemento. Entonces (sf, U, (1) es un álgebra booliana. Nótese que el conjunto universal 
es aquí el elemento unidad y que el conjunto vacio Ø es el elemento cero. 


Ejemplo 1-3: Sea 9 el conjunto de las proposiciones generadas por las variables p, q, . .. Entonces (@, v, л) 
es un álgebrá booliana. 


216 
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Observación 16-2: Como conjuntos y proposiciones son ejemplos clásicos de álgebras Бооћапаѕ, 
muchos textos denotan las operaciones de un álgebra booliana por v y A о 


por U y M- 


DUALIDAD EN UN ALGEBRA BOOLIANA 


Por definición, el dual de un enunciado en un álgebra booliana (В, +, +) es el enunciado que re- 
sulta intercambiando + y * у los elementos neutros U y 0 еп el enunciado original; por ejemplo, el 
dual de 


(U+a) + (6+0) =b 
(Osa) +(6* 0) =b 


Nótese que el dual de cada axioma de un álgebra booliana es también un axioma. Así, pues, es válido 
el principio de dualidad: 


es 


Ш 


Teorema (principio de dualidad): El dual de un teorema en un álgebra booliana es también un 
teorema. 


O sea que, si un enunciado es una consecuencia de los axiomas de un álgebra booliana, entonces 
el dual es también una consecuencia de aquellos axiomas, porque el enunciado dual se puede demos- 
trar mediante el dual, en cada paso, de la demostración del enunciado primitivo, 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 


Si bien los cinco axiomas B,-Bs no abarcan todas las propiedades de los conjuntos y de las pro- 
posiciones enumeradas en las páginas 104 y 195, las otras propiedades son una consecuencia directa 
de los axiomas B,-Bs, a saber, 


Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): (ia+a=a (й)а»а 
Teorema 16-1-2: (ia+U=U (iiar0=0 

Teorema 16-1-3 (ley de involución): (a = а 

Teorema 16-14; (i) U"=0 (ii) 0 =U 

Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan): (i) (а +b) =a'*b' (ii) (a+b) =a +b 


ORDEN EN UN ALGEBRA BOOLIANA 
Considérese el teorema siguiente: 


Teorema 16-2: Sea a, be В un álgebra booliana. Entonces las siguientes condiciones son equiva- 
lentes: 


а) ard =0, (2) a+b=b, (8) 4+b=U, (4) аЬ =а 
Véase el Problema 9 para la demostración. 
En vista del teorema anterior, se introduce la definición que sigue: 
Definición 16-2: Sea a, be В un álgebra booliana. Se dice entonces que a es anterior a b, denotado 
agb 
si es válida una de las propiedades del Teorema 16-2. 


Ejemplo 2-1: Considerando un álgebra booliana de conjuntos (Y, U, A), 
entonces А es anterior a B significa que А С В. Es decir, 
el Teorema 16-2 afirma que si A es un subconjunto de B, B 


como se ilustra en el diagrama de Venn adjunto, entonces 
se verifica que: 


(1) АпВ'=@ (3) A'UB=U A es un subconjunto de 8 
(2) AUB = В (4) АпВ = 4 
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Ejemplo 2-2: Considérese un álgebra booliana de proposiciones ($, v, л ). Entonces р es anterior a q sig- 
nifica que р implica lógicamente а q, es decir, que p = q. 


Teorema 16-3: La relación definida en un álgebra booliana por a < b es una relación de orden par- 
cial en B, es decir, 


(1) аа para todo as B (Ley reflexiva) 
(2) aXb y b3 a implican a =b (Ley antisimétrica) 
(3) aSbyb3c implican ac (Ley transitiva) 
Si no se dice otra cosa, se supone que un álgebra booliana está ordenada parcialmente por la an- 
terior definición. 
La relación entre las propiedades del orden parcial en un álgebra booliana В y las operaciones de 
B se dan en el siguiente teorema. 
Teorema 16-4: Sea a, be В un álgebra booliana. Entonces 
@ a+b=supla b} (ü) a»b= inf la, b} 
Observación 16-3: Un conjunto parcialmente ordenado А tal que para cualesquiera elementos a, 
b e A existen inf (a, b} y sup (a, b}, se llama rericulo. Así, pues, un álgebra boolia- 
па es un tipo especial de retículo. 


DISEÑOS DE CIRCUITOS CONMUTADORES 


Sean A, В sendos interruptores eléctricos y sean A y A’ interruptores tales que cuando el uno está 
abierto el otro está.cerrado, y viceversa. Dos interruptores, A y B. por ejemplo, se pueden conectar por 
un alambre en serie o en paralelo, como se muestra en seguida: 


Conexión en serie. A л В Conexión en paralelo, А v В 


Sean AB y АВ 


la indicación de que A y B están en serie y de que A y B están en paralelo, respectivamente. 

Un circuito conmutador booliano es un dispositivo de alambres e interruptores que se puede 
construir mediante combinaciones en serie y en paralelo; por tanto, se le puede describir con las co- 
nectivas A y v. 


Ejemplo 3-1: 


0: AMBVA) (2): (AA В) v ((4' v C) л В] 
El circuito (1) se puede describir por A л (В v A’) y el circuito (2) por (4 л В) v [(4' v С) л В] 
Indíquese ahora por 1y0 


respectivamente, que un interruptor o circuito está cerrado o abierto. Las dos tablas siguientes des- 
criben el funcionamiento de un circuito en serie A л B y de uno en paralelo А v В. 
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a| i VAR А |в | Avg 
ЖЕ: 1 % | i T 
4] % 0 |0 1 
0. | o opa 1 
0 0 0 0 0 0 


La tabla siguiente muestra la relación entre un interruptor А y un interruptor A’. 


А |а 
1 0 
0 1 


Nótese que las tres tablas anteriores son idénticas a las tablas de conjunción. disyunción y пера- 
ción de enunciados (y proposiciones). La única diferencia es que aquí se emplea 1 y 0 en lugar de V 
y Е. Asi, pues, 


Teorema 16-5: El álgebra de un circuito conmutador booliano es un álgebra booliana. 


Para averiguar el funcionamiento de un circuito conmutador booliano se construye una tabla se- 
mejante a las tablas de verdad para las proposiciones. 
Ejemplo 3-2: Sea el circuito (1) del Ejemplo 3-1. ¿Cómo funciona el circuito, es decir, cuándo está el kircui- 
to cerrado (о sea, cuándo pasará la corriente) y cuándo está abierto? Se construye una tabla de 
«verdad» para A л (Ву A’) азі: 


ооны 
onon 


La corriente pasará, pues, solamente si están cerrados 4 y B. 


Ejemplo 3-3: El funcionamiento del circuito (2) del Ejemplo 3-1 se indica en la siguiente tabla de verdad para 
(A a B) v [14 v С) л В]: 


Observación 16-4: Toda combinación de interruptores mediante las conectivas A y v, tal como 
(A л В) v [(4' v С) л B], se llamará también polinomio booliano. 
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Problemas resueltos 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 


1 


2 


4. 


Demostrar el Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): (i)a + a = а, (i) a +a = a. 


Solución: 

(ii) Proposición Razón 
(D а= а*0 (1) 8,. Identidad 
[9] а*(а+а) (2) Bs. Complemento 
(3) = (a+ a) +(a*a) (3) By. Ley distributiva 
M =(araj+o (4) Bs. Complemento 
б) = ажа (5) Ba, Identidad 


(1) Verdadero por el principio de dualidad. 


Demostrar el Teorema 16-1-2: (i) a + U = U, (ii) a + 0 


Solución: 
(i) Proposición Razón 
(1) О = а+а (1) Bs, Complemento 
(2) a+U=a+(a+a) (2) Sustitución 
(3) (а+а)+а' (3) Bj, Ley asociativa 
(4) = а+а (4) Teorema 16-1-1, ley de idempotencia 
(5) =U (5) Bs, Complemento 


(М) Verdadero por el principio de dualidad. 


Demostrar el Teorema 16-1-3 (ley de involución): (a')' = a; esto es, si (a)a + а’ = U, (b)a + a' 


(c) а + a" = U y (d) ажа" = 0, es a = a”. 


Solución: 
Proposición Razón 

() a=a+0 (1) Ba, Identidad 

(2) э =а+(а +a") (2) Hipótesis (4) 

(8) (a +a’) * (a +a”) (3) Ba. Ley distributiva 
(4) U+ (a +a") (4) Hipótesis (a) 

(5) (а + а") «(a +a”) (5) Hipótesis (с) 

(6) (a +a’) + (a” +a) (6) B,, Ley conmutativa 
M = a+(a +a) (7) Ba, Ley distributiva 
(8) = a”+ (ara) (8) B,, Ley conmutativa 
(0) = а+0 (9) Hipótesis (b) 
(10) = а" (10) Ba, Identidad 


Demostrar la unicidad de los elementos neutros, esto es, que 
(a) Si 0, y 0, son elementos neutros aditivos, entonces 0, = 0,. 
(b) Si 1, e Г, son elementos neutros multiplicativos, entonces /, = Iz. 


Solución; 

(a) Proposición Razón 
(1) 0, = 0. + 0, (1) Hipótesis (0; es un neutro aditivo) 
BD) = 0+0, (2) B,, Ley conmutativa 
з =o (3) Hipótesis (0, es un neutro aditivo) 


(b) Principio de dualidad 
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5. Demostrar el Teorema 16-1-4: Los elementos neutros son complementos el uno del otro, esto es, 


(i) V= y (ii 0=U. 

Solución: 

@ Proposición Razón 
2 U=U'*U (1) By. Identidad 
(2) U*U' (2) B,, Ley conmutativa 
(8) =0 (3) Bs. Complemento 


(н) Principio de dualidad 


6. Demostrar el Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan): 
li) (0+0) =a sb, estoes, (0+6) + (и +6) = 0 y (a+b)+(0+b') = U. 
(ii) (as by = а +b, cstoes, (а #0) ж (и +6) = 0 у (06) + (0 +6) = U. 


Solución: 

0) Proposición Razón 
y arpas = reta (1) B,, Ley conmutativa 
a (а' +0) + a) + (а +0) + b) (2) Ba, Ley distributiva 
(3) = ((b' + a) + a) + ((a! + b') » b) (3) B,, Ley conmutativa 
(4) (b' + (a! + а)) + (а' + (b' » D)) (4) B, Ley asociativa 
(5) (0 + (a + a) + (a? + (b + 0) (5) B,, Ley conmutativa 
(6) (b = 0) + (a' * 0) (6) Bs, Complemento 
(7) 0+0 (7) Teorema 16-1-2 
(8) =0 (8) Teorema 16-1-1 
(9) (a+b) + (аж) = U (9) Pasos (1) 


(Ы) Principio de dualidad 


7. Demostrar (unicidad de complemento): Si a; y az son complementos de a, esto es, a + aj = U, 
a +a, = U,a +a, =0yaxa; = 0, entonces a, = a). 


Solución: 
Proposición Razón 
Ф a=4+0 (1) By, Identidad 
@ = aj+ (a*a) (2) Hipótesis 
(8) = (a+ a) + (a+ ay (3) Ba, Ley distributiva 
(4) = (a+ aj) * (a; + ap) * (4) B,, Ley conmutativa 
(6) = U» (a + a) (5) Hipótesis 
(60) = (и+а) sU (6) B,, Ley conmutativa 
M =шщ+а, (7) Ba, Identidad 
(8) a, = q+a (8) Pasos (1) 
(0) (9) B,, Ley conmutativa 


(10) (10) Sustitución 


8. Demostrar (ley absorción): (i) a + (a + b) = a, (ii) a + (a + b) = a. 


Solución: 

ü) Proposición Razón 
@) a+(a>b) = (a+ U) + (a * b) (1) Ba, Identidad 
(2) = a+ (U+b) (2) Ba, Ley distributiva 
(3) ar (b+U) (3) 8, Ley conmutativa 
(4) as U (4) Teorema 16-1-2 
(5) = а (5) Ba, Identidad 


(ii) Principio de dualidad 
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ORDEN 
9, Demostrar el Teorema 16-2: Las condiciones siguientes son equivalentes: 
()arb=0, (2) 2+5 =, (3) a +b=U, (4) asb 

Solución: 


(Solo la equivalencia de (1). (2) y (3) se demuestra aquí. Que (4) es equivalente a los otros enunciados, se 
deja como ejercicio para el lector.) La demostración se efectúa en tres etapas 


(i) (1) implica (2), (ii) (2) implica (3), 


) (3) implica (1) 


Demostración de (i). a + b'= 0 implica а + b = b: 
(a+b) = (a+b)+U= (2+0) + (6+6) = (Ь+а) + (+6) = b+ (а +0) z b+0 b. 
Aquí 2 significa que la hipótesis se utiliza en la ctapa de la demostración. Las otras etapas utilizan los axio- 
таз о teoremas previos. 
Demostración de (ii), а + В = b implica а + b = U. 
@'+ЬЬ = а+(а+Ь) = ('+а)+Ь (a+a)+b=U+b= U 
Demostración de (їй), а + b = U implica a«b'=0: 
а + b= U implica (a' + by = 07 implica a” • b' = U" implica as b' = 0. 


10. Demostrar el Teorema 16-3: Para cualesquiera a, be B: 
(аа. (2)a 5 b у b Z% a implican a = b, (3) a < b y b < c implican a < с. 
Solución: 


(1) Nótese que a $ b ssi a + b = b. Luego a + a = а implica a $ a. 
(2) Nótese quea<bssia+b=bybSasib+a=a Luegoa=h+a=a+ h= b. 
(3) Nótese que a $ b ssi a + b= b y hZ c ssi b+ с = с. Por tanto. 


a+c=a+(b+c)= (а + 6) + сев + с=с 


Y en consecuencia. а $ с. 


11. Demostrar: Si a, b € Bes ип álgebra booliana, entonces a + bes un mayorante del conjunto (a, b}, 


Solución: 


Nótese que a + (а + В) = (а + a) + b = a + b. Por tanto. por definición. a < (a + b). Análogamente, 
b% (a + В). Asi que a + b es un mayorante de (a. b). 


12. Demostrar el Teorema 16-4: Sea а, b e В un álgebra booliana. Entonces 
(G) a + b = sup fa, b}, (ii) a+ b = inf fa, Б) 
Solución: 


(Aquí solo se demuestra (i). Se deja la demostración de (ii) como ejercicio para el lector.) 

Según el problema precedente, a + b es un mayorante de |a, Б). Para demostrar que a + b es el extremo 
superior de (a, bj, esto ез, sup [a b}, solo hay que demostrar que si с es también un mayorante de fa, b}, en- 
tonces а + b es anterior a с. Es decir, que 


асу ьс implican la+b)<c 
Nótese que a Жсзйа+с=су Вс ssi b+ с = с. Luego 


la+b+ce=a+ (b+c)=a+c 


es decir, (a + Б) < с 


13. Demostrar que el dual de a 5 b es b <a, es decir, que la relación dual en un álgebra booliana 
B induce la relación inversa del orden parcial en B. 


Solución: 
Nótese que а X b ssi a + b = U. El dual de a' + b = U es a' + b = 0; luego b + a' = 0. Pero b <a ssi 
b»a' = 0. Por consiguiente, el dual de a $ b es b < a. 
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14. 


Demostrar: Los elementos neutros 0 y U son cotas universales, es decir, para todo az В, 
034a3SU. 
Solución: 


Nótese que 0 + a == а + 0 = a; por tanto, 0 < a. También a < U ssi a + U = U que es verdadero por 
el Teorema 16-1-2. O sea que, 0 a $ U. 


CIRCUITOS CONMUTADORES 


15. 


16. 


17. 


Determinar el polinomio booliano рага cada uno de los circuitos que se dan: 


(в) © О, 
© 60 © 


Circuito (1) Circuito (2) Circuito (3) 
Solución: 
а) Ал (ВУА) лс (2) [An (Cv В) v (В л С) (8) (KAV В) л СУА) лв 


Construir un circuito рага cada uno de los siguientes polinomios boolianos: 
(1) (Ал В) ~ [AMABA VB), (2) (АУ В) aC a (Av B' v C’) 


Solución: (а) (в) 
24] 
o! 


Circuito (1) Circuito (2) 


(1 


Obsérvese que el circuito en serie А л В está en paralelo соп A’ л (В' v A v В) que es A’ en serie con 
la combinación paralela Ву А v В. 

(2) Nótese que el circuito paralelo A v В está en serie con С y en serie con el circuito paralelo 
“УВ C. 


Construir un circuito equivalente más simple que el del dia- 
grama adyacente: O (>) 
Solución: 


Primero se escribe un polinomio booliano que represente el 


circuito: (1) 48) 


(А л В) v (А л В) v (A л В) 


Luego se simplifica: QS 


(A л В) v (А л В) v (А' л В) [A л (Bv B)] v (А' л В) 
Ал U] v (4 л В) 


Av (A'^ В) 
(АУА) a (Av В) (a) 
= UMAVB) 
= AvB 
Asi, pues, la figura adyacente es un circuito equivalente. (в) 
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18. Verificar la solución del Problema 17 por «tablas de verdad». 


Solución: 


Problemas propuestos 


a + а = а (sin emplear el principio de dualidad). 


19 Demostrar el Teorema 16-1-1 (i) 


20. Demostrar el Teorema 16-1-2 (ii): ae 0 = 0 (sin emplear el principio de dualidad). 
21. Demostrar el Teorema 16-1-4 (ii): 0' = U (sin emplear el principio de dualidad). 

22. Demostrar el Teorema 16-1-5 (ii): (a + b)' = а' + b' (sin emplear el principio de dualidad). 

23. Demostrar la ley de absorción (ii): a e (a + Б) = a (sin emplear el principio de dualidad) 

24. Terminar la demostración del Teorema 16-2: a +b = а si, y solo si, a eb = 0. (Referirse al Problema 9.) 
25. Demostrar: a 3 b si, y solo si, 5а. 

26. Determinar el polinomio booliano para cada uno de los circuitos dados. 


(a) (10) 
él — = 
О, %)—©) 


Circuito (1) Circuito (3) 


@ ra a 
OL] 
ре: 3 

@H O OO 


Circuito (2) Circuito (4) 


27. Construir un circuito para cada polinomio booliano 
а) Av (Вл С) (3) (Av В) л (СУ D) (5) (A v B) л [A' v (Сл В)] 
(2) Ал (ВУ С) (4) (A л B) v (CAD) (6) [4 ^ B) v С] л [D v (А' л В)] 


Respuestas a los problemas propuestos 


26. (3) (А л В) У Су (AAC), (4) [Вл (АУ Суу (A'a С) 


j (2) (а) (в) О, 
Че 


Circuito (5) Circuito (6) 
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Razonamiento lógico 


ARGUMENTOS 
Un argumento es la afirmación de que un conjunto dado de enunciados 5,,..., S,, llamados pre- 
misas, implica (tiene como consecuencia) otro enunciado 5 llamado la conclusión. Se denotará un аг- 
umento por 
g P Si Sp ARISES 


Nótese que un argumento es un enunciado y, por tanto, tiene un valor de verdad. Si es verdadero se 
dice un argumento válido; si es falso se dice que es una falacia. 


Ejemplo 1-1: Sea el siguiente argumento: 


S,: Algunos animales pueden razonar. 
Sz: El hombre es un animal. 


El hombre puede razonar. 


Aqui el enunciado S bajo la línea es la conclusión y los enunciados S, y S, sobre la línea, son 
las premisas. Si bien cada enunciado es verdadero, se puede demostrar que el argumento 51, 
S Р $ es una falacia. 


Ejemplo 1-2: Sea el siguiente argumento: 
Los niños son ilógicos. 

No se desdeña a quien puede domar un cocodrilo. 
Las gentes ¡lógicas son desdeñadas. 


Los niños no pueden domar cocodrilos. 
(Este razonamiento se ha adaptado de Symbolic Logic, de Lewis Carroll, el autor de Alice in 
Wonderland.) El argumento S;, S», Sy H 5 es válido. 


Observación 17-1: Obsérvese que el valor de verdad de un argumento S}, ..., S, HS no depende 
del valor de verdad particular de cada enunciado del argumento. 


ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 

Muchos enunciados verbales se pueden traducir en enunciados equivalentes sobre conjuntos, los 
cuales se pueden describir por diagramas de Venn. Por eso los diagramas de Venn se emplean a menu- 
do para determinar la validez de un razonamiento o argumento. 


Ejemplo 2-1: Sea el argumento del Ejemplo 1-2. Por S,, el conjunto de niños es un subconjunto del conjun- 
to de las gentes ilógicas, es decir 


Por 53, el conjunto de las gentes ilógicas está contenido en el de las gentes desdeñadas, esto es, 


entes desdeñadas. 


225 
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Por S,, el conjunto de las gentes desdeñadas y el conjunto de gentes que pueden domar un co- 
codrilo son disjuntos, es decir, 


gentes que pueden 
domar 
cocos 


Nótese que el conjunto de niños y el de gentes que pueden domár un cocodrilo son disjuntos 
O sea que «Los niños no pueden domar cocodrilos» es una consecuencia de S}, S; y Sy, esto es. 


У SES 
ез un argumento válido. 
ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 
Un enunciado de que un conjunto de proposiciones P,,..., Р, da lugar a otra proposición P, lo 
que se denota por Р, PHP 
RR 


se dice un argumento sobre proposiciones, о simplemente un argumento. 


Definición 17-1: Un argumento sobre proposiciones P}, ..., Р, Р se dice válido si P es verdadero 
siempre que Р,,.... Р, son verdaderos, о lo que es lo mismo, si 
Рул 2. АРЫ. 
esto es, si 
(Ру л... л РД 5 Р 
es una tautología. 
Por el principio de sustitución, las variables en toda tautología se pueden sustituir por proposi- 
ciones. Por consiguiente, 


Teorema 17-1: Si el argumento 


Р, (р, 4... .),...,Р„(р,4....)Е Р(р,4,...) 
es válido, entonces, para cualesquiera proposiciones Р', O',..., el argumento 


Р,(Р', О',...),...,Р„(Р,О',...) Р(Р', 0©',...) 
es también válido. 


Ejemplo 3-1: El argumento p, p — g E q (Ley de desprendimiento) es válido 
En otras palabras, si р y р — 4 son verdaderos, entonces y es ver- 
dadero. La demostración de esta regla se sigue directamente de 
la tabla de verdad adyacente de р — g. Nótese que р es verdadero 
en los casos (filas) 1 y 2, y que р > g es verdadero en los casos 1, 
3 y 4. Luego рур >q son verdaderos simultáneamente solo en 
el caso 1, donde q es verdadero. En otras palabras, р y p > q im- 
plican q, es una proposición válida. 


Ejemplo 3-2: El argumento p — g, q > r E p— r (Ley del silogismo) es válido. Pues se demostró antes que 
Фал (фә г) = рог 
Luego, por la Definición 17-1, el argumento es válido. 


La relación entre argumentos válidos sobre proposiciones y argumentos válidos en general es la 
siguiente: 
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Principio fundamental sobre la argumentación: Dados los argumentos sobre proposiciones 


Pl hd Р, (р, 4, JE PIP. 4...1) 


si los enunciados ро, Go. ... Se sustituyen a las variables р, q, ,... entonces 


el argumento 
Р, (ро. gos ===) => => Pa (ро, dor - - Э Pipo, do, - -.) 


es válido si, y solamente si. el argumento dado sobre proposiciones es válido. 


Ejemplo 3-3: Sea el argumento. 


S,: Si un hombre es soltero, es infeliz. 


Sea р «El es soltero», sea q «El es infeliz» y sea r «El muere joven». Entonces S,. S} H 5 


se puede escribir 
ра 4 чатре г 


que es un argumento válido sobre proposiciones (Ley del silogismo, Ejemplo 3-2). Еп conse- 
cuencia, el argumento dado es válido. 
ARGUMENTOS Y CUANTIFICADORES 
Sea р(х) una función lógica sobre un conjunto 4. Si 
І (YzeA) р(х) 
es verdadero, entonces, en particular, р(хо) es también verdadero рага un cierto elemento xy € A. Апа- 
logamente, si р(х) es verdadero para un elemento dado xy £ A, entonces el enunciado cuantificado 
(3хє А) р(х) 
es también verdadero. Es decir, 
Principio fundamental sobre argumentos y cuantificadores: Sea p(x) una función lógica sobre un con- 
junto A. Entonces cada uno de los argumentos siguientes es válido: 
(Ух А) р(х), zoeA + р(х) 
zoe A, р(х) + (3хғА) р(х) 
Ejemplo 4-1: Sca el argumento clásico: 


S,: Todo hombre es mortal 
S: Sócrates es hombre. 


S: Sócrates es mortal. 
Sea А el conjunto de los hombres. sea р(х «х es mortal» y sea x el elemento Sócrates. Enton- 
ces el argumento anterior se puede escribir en la forma 


5: (Уже М) р(х) 
zee M 


5: р) 


Рог tanto. por el principio fundamental, el argumento es válido. 


ENUNCIADOS CONDICIONALES Y VARIACIONES 

Sea la proposición condicional р — 9 y otras proposiciones condicionales simples que contengan 
PY questo es, q >p, =p -> ~q y ~q —> ~p. que se llaman, respectivamente, proposiciones reciproca, 
contraria y contrarreciproca. Las tablas de verdad de estas cuatro proposiciones son como sigue: 


Condicional 
p>4 


Contrarreciproca 


www.FreeLibros.me 


228 RAZONAMIENTO LOGICO [CAP. 17 


Obsérvese primero en esta tabla que un enunciado condicional y su recíproco o su contrario no 
son, lógicamente, equivalentes. El teorema siguiente, sin embargo, es una consecuencia de la tabla de 
verdad anterior. 


Teorema 17-2: Un enunciado condicional р > q y su contrarreciproco ~g — ~p son lógicamente 
equivalentes. 
Ejemplo 5-1: Sean los enunciados siguientes sobre un triángulo А. 
p=g: Si А es equilátero, A es isósceles. 
4-р: Si А es isósceles, A es equilátero. 
Nótese que р — q es verdadero, pero q — р es falso. 
Ejemplo 5-2: Demostrar: (р = 4). Si х? es impar, х es par. 
Demuéstrese que la contrarrecíproca ~q — ~q, es decir, «Si x es par entonces x? es par» es 
verdadera. Sea x par; entonces x = 2л donde n e N, los números naturales. Por tanto, x? = (2n) 


(2л) = 2(2n?) es también раг. Сото la contrarreciproca ~q — ~p es verdadera, el enunciado 
condicional dado р — q es también verdadero. 


Observación 17-2: En general, la recíproca, contraria y contrarreciproca de una proposición P(p, 
4...) О(р, 9. ...) son respectivamente Q > P, ~P > ~Q y ~Q > ~P. 
Además, por el Teorema 17-2 y por el principio de sustitución 


Р(р, q, - - -) > О(р, q, “О(.4,...)ә =Plp, q, 


Problemas resueltos 
ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 


1. Demućstrese que los argumentos siguientes no son válidos construyendo un diagrama de Venn 
en el que las premisas sean válidas pero la conclusión no. 


(1) Algunos estudiantes son perezosos. (2) Todos los estudiantes son perezosos. 
Todos los varones son perezosos. Nadie que sea rico es estudiante. 
Algunos estudiantes son varones. Los perezosos no son ricos. 

Solución: 


(1) Sea el siguiente diagrama de Venn: 


perezosos 


Nótese que ambas premisas son válidas, pero que la conclusión no lo es. 


Es posible construir un diagrama de Venn en que las premisas y la conclusión sean válidas, tal como 


e > 


Para ser válido un argumento, la conclusión debe ser siempre verdadera cuando lo sean las premisas. Como 
el primer diagrama da un caso en que la conclusión no es verdadera, aun siendo verdaderas las premisas el 
argumento no es válido. 

(2) Sea el diagrama de Venn siguiente: 


E С) 


Obsérvese que las premisas son válidas pero que la conclusión no lo es; así, pues, el argumento no es válido. 
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2. Рага cada conjunto de premisas hallar una conclusión tal que el argumento sea válido y tal que 
cada premisa sea necesaria para la conclusión 
(1) S,: Ningún estudiante es perezoso 0) 
S,: Juan es un artista. 
Sy: Todos los artistas son perezosos. 


Todos los abogados son ricos. 
Los poetas son caprichosos. 
Marcos es abogado 

Ningún caprichoso es rico, 


(1) Por Sy, el conjunto de los artistas es un subconjunto del conjunto de los perezosos. Por 51. el conjunto de 
los perezosos y el de los estudiantes scn disjuntos. Entonces 


Por Sz, Juan pertenece al conjunto de los artistas: luego la conclusión correcta, сото lo indica el diagra- 


та de Venn, es «Juan no es estudiante». 
(2) Рог S,, el conjunto de los abogados es un subconjunto del conjunto de los ricos. Por Sa, el conjunto de los 
ricos y el de los caprichosos son disjuntos. Así, pues, 


Por $у, Marcos es un abogado, luego la conclusión correcta, por el diagrama de Venn, es «Marcos no es pocta» 


ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 
3. Determinar la validez de los argumentos siguientes: 


ISS A (2) pega +» 
Solución: 
Construir las tablas de verdad. 


р a) 


тїї < < 


(1) (2) 


(1) Como [(p=4) л =p] = ~q no es una tautologia, р > q, ~p H ~q es una falacia. 

(2) Nótese que p + ф es verdadero en los casos (filas) 1 y 4, y que q es verdadero en los casos 1 y 3; luego 
p => $ y q son verdaderos simultáneamente solo en el caso 1 en que p es también verdadero. En consecuen- 
cia, peq, q H р es un argumento válido. 


4. Demostrar que el siguiente argumento es válido: 
PERIS фт =р 


Es decir, que si р > ~q, r > ф y r son verdaderos, entonces ~p с verdadero 


Solución: 
Método 1: Constrúyanse las tablas de verdad siguientes: 
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| p | a|r | ро-а | те | -~ 
1v]v]v F у F 
® м | F F y F 
з [уе |у у F F 
ENJE |P v v F 
JETESE, v v у 
6|к|у|к у у у 
TUE E |У v F v 
E| EFF | F у у v 


Nótese que p > ~q, r > ~q y r son verdaderos simultáneamente solo en el caso (fila) 5 en que ~p es también 
verdadero; luego el argumento dado es válido. 


Método 2. Construyendo una tabla de verdad para la proposición 
[e= ~a) л rg лг] ~р 


se encuentra que es una tautologia; con lo que el argumento es válido. 


Método 3. Proposición Razón 

(1) p> ~q es cierta. (1) Dada 

(2) r=q es cierta. (2) Dada 

B) ~g > ~r es cierta. (3) Contrarreciproca de (2) 

(4) p= ~r es cierta. (4) Ley del silogismo, empleando (1) y (2) 

(5) r> =p ез cierta. (5) Contrarreciproca de (4) 

(6) r es cierta (6) Dada 

(7) <. =p es cierta. (7) Ley de desprendimiento, empleando (5) y (6) 


5. Averiguar la validez de los siguientes argumentos. 


(1) Si llueve, Enrique enfermará. (2) Si llueve, Enrique enfermará. 
No llovió. Enrique no enfermó. 
Enrique no enfermó: IEF Soco Е 

Solución: 


(1) Sea p «Llueve» y sea q «Enrique está enfermo». Entonces el argumento dado se puede escribir p — q, 
=p Р ~q lo cual, según el Problema 3. es una falacia. Asi que el argumento dado es una falacia. 

(0) Sea p «Llueve» y sea q «Enrique está enfermo». Entonces el argumento dado se puede escribir p — q, ~q H ~p, 
lo que, mediante una tabla de verdad, se puede demostrar que es válido. El argumento dado es, pues, válido. 


RECIPROCA Y VARIACIONES 


6. Hallar y simplificar: (1) Contrarreciproca de la сопігагтесіргоса de р > 4. (2) Сопігаггесіргоса 

de la recíproca de р => q. (3) Contrarrecíproca de la contraria de p > q. 

Solución: 

(1) La contrarrecíproca de p > q es ~q — ~ р. La contrarreciproca de ~q => ~p es ~ ~p > ~~q = p >q, 
que es la proposición condicional original. 

(2) Та reciproca de p > q es q > р. La contrarreciproca de q + p es ~p => ~q, que es la contraria de p > q. 

(3) La contraria de p +» q es ~q > ~p. La contrarreciproca de ~p > ~q es ~ ~q > ~ ~p = q > p que es 
la reciproca de p = 4. 


7. Averiguar la contrarreciproca de cada proposición. 
(1) Si Juan es poeta, entonces es pobre. 
(2) Solo si Marcos estudia, pasará el examen. 
(3) Ез preciso que nieve para que Enrique esquíe. 
(4) Si х es menor que cero, entonces х no es positivo. 
Solución: ы 
(1) Nótese que la contrarreciproca de р > q es ~q —> ~p. Por tanto, la contrarrecíproca de la proposición dada 
es «Si Juan no es pobre, entonces no es poeta». 
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La proposición dada es equivalente a «Si Marcos pasa el examen. entonces ha estudiado». Por tanto, la con- 
trarrecíproca de la proposición dada es «Si Marcos no estudia. entonces no pasará el examen». 

La proposición dada es equivalente a la proposición «Si Enrique esquia. entonces ha nevado». Luego la 
сопігагтесіргоса es «Si no ha nevado. entonces Enrique no esquiará». 

Nótese que la contrarrecíproca de р = ~q es ~ ~q > ~p = q > =p. Luego la contrarrecíproca de la 
proposición dada es «Si х es positivo. entonces х по es menor que сего» 


Problemas propuestos 


Determinar la validez de los argumentos siguientes: 


() рэфтэ та т т-р (2) рэф, 79—94 epo-r 


Encontrar una conclusión adecuada а las premisas dadas. de modo que el argumento sea válido. 


Mosa (parte paper (0 prarepa 


10. Determinar la validez de cada uno de los siguientes argumentos para cada conclusión propuesta. 


п. 


12. 


и. 
12. 


(1) 


Ningún profesor es rico. (2) Todos los poetas son gente interesante, 
Algunos poetas son rico: Aura es una persona interesante. 

(a) Algunos poetas son profesores. (а) Aura es роста, 

(6) Algunos poetas no son profesores. (b) Aura no es poeta 


(3) Todos los poetas son pobres. 
Para ser maestro. hay que ser graduado. 
Algunos matemáticos son poetas. 
Ningún graduado es pobre. 
(а) Algunos matemáticos no son maestros. 
(Б) Algunos maestros no son matemáticos. 
(с) Los maestros no son pobres. 
(d) Algunos matemáticos no son pobres. 
(е) Los poetas no son maestros. 
(Г) Si Marcos es graduado, entonces по es poeta. 
(4) Todos los matemáticos son personas interesantes. 
Algunos maestros venden seguros. 
Algunos filósofos son matemáticos. 
Solo la gente que no es interesante se pone a vender seguros, 
ía] Algunos filósofos no son vendedores de seguros. 
(b) Los vendedores de seguros no son matemáticos. 
(с) Algunas personas interesantes по son maestros. 
(d) Algunos maestros no son filósofos. 
(e) Algunos maestros no son personas interesantes. 


Hallar: (1) Солігаггесіргоса de р > =4. (3) Contrarreciproca de la recíproca de p= ~4. 


(2) Contrarrecíproca de ~p = 4- (4) Recíproca de la contrarrecíproca de р — ~ 4. 


Hallar la contrarreciproca de cada una de las siguientes proposiciones: 


(1) 


Si él tiene valor, ganará. 


(2) Es preciso ser fuerte para ser marinero. 
(3) Solo si no se cansa ganará. 
(4) Es suficiente que sea un cuadrado para ser un rectángulo. 
Respuestas a los problemas propuestos 
(1) válido (2) falacia 9. (=p 0) por B) 47 а) ғ 
(1) (a) falacia, (b) válido (3) (a) válido. (Б) falacia, (с) válido, (d) falacia, (e) válido. (/) válido 
(2) (a) falacia, (b) falacia (4) (a) válido. (b) válido. (c) falacia, (d) falacia, (e) válido 
(0 а= =р (B) ~g>p B) рә Mp4 
(1) Si él no gana, entonces no tiene valor. 
(2) Si ё no es fuerte, entonces no es marinero. 
(3) Si Él se cansa, entonces по ganará 
(4) Si no es un rectángulo. no es un cuadrado. 
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* La teoría de conjuntos se encuentra en los fundamentos de 
la matemática, que explícita o implícitamente, en todas sus ramas, 
utiliza conceptos de la citada teoría, tales como los de función y 
relación. 

• El presente libro se divide en tres partes: la primera, contiene 
una introducción a las operaciones elementales con conjuntos y un 
estudio detallado de los conceptos de función y de relación; la 
segunda, desarrolla la teoría de los números cardinales y de los 
ordinales, a la manera clásica de Cantor. Trata también de los 
conjuntos parcialmente ordenados y del axioma de elección y sus 
equivalentes, incluyendo el lema de Zorn; la tercera, abarca temas 
que, por lo común, se presentan asociados a la teoría elemental de 
los conjuntos. 

+ Además aquí se estudian muchos de los aspectos que no 
pueden abarcarse en el programa de la mayoría de los primeros 
cursos, con el propósito de hacer el libro más variado, para que sea 
más útil su consulta y para estimular un ulterior interés en los 
temas. 


www.FreeLibros.me 


